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Программная инженерия и программные средства 

УДК 62-52/ 519.8 

Ю.А. Зак 
Построение оптимальных расписаний программных движений  
промышленных роботов 

Предложены алгоритмы построения матрицы потерь времени при переходе и переориентации рабочих органов робота с одной 
рабочей позиции в другую. Исследованы свойства сформулированной задачи расписаний. Приведены алгоритмы получения 
точных и приближенных ее решений методом ветвей и границ. 

The constructing matrix algorithms of losing the time while transition and reorientation of the operation organ from one operational position to 
another are proposed. The characteristics of the stated schedule tasks are studied. The algorithms of the receiving the accurate and approximate 
solutions by the branch and bound method are presented. 

Запропоновано алгоритми побудови матриці втрат часу при переході та переорієнтації робочих органів з однієї робочої пози-
ції у другу. Досліджено властивості сформульованої задачі розкладів. Подано алгоритми отримання точних і наближених її 
розв’язань методом гілок і границь. 

 
Введение. Промышленный робот должен вы-
полнить некоторое множество технологичес-
ких операций .,...,1 Ni   Каждая технологиче-
ская операция (контактно-точечная сварка, 
электрическая и лазерная сварка швов, резка 
металла, сверление отверстий, обработка рабо-
чих поверхностей, установка, пайка и крепле-
ние различных элементов и деталей) связана с 
изменениями положений рабочих органов 
промышленного робота, ориентирована в 
трехмерном пространстве 3D и имеет опреде-
ленную продолжительность  i . Многие из 

таких операций могут начинаться в некоторой 
точке трехмерного пространства Ai , заканчи-

ваться в точке Ci  и требуют для их выполне-

ния определенного положения и ориентации 
всех звеньев робота, которые задаются значе-
ниями их координат и углов поворота. 

Длительность выполнения каждой операции, 
в самом общем случае, может быть различной в 
зависимости от выбора точки начала и конца ее 
выполнения, т.е ( ) ( )A Ci i   . Движение робота 

при выполнении каждой рабочей операции ха-
рактеризуется изменением положений всех его 
рабочих звеньев и установкой их в новые и от-
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личные от положений в их начальной точке зна-
чения. Переход робота в начальную точку для 
выполнения следующей в расписании работ ра-
бочей операции связан с некоторым непроизво-
дительным перемещением рабочего органа и пе-
реориентаций всех звеньев промышленного ро-
бота, которые связаны с определенными поте-
рями рабочего времени. Причем такие потери 
для различных переходов и различных пар сле-
дующих друг за другом операций могут сущест-
венно отличаться друг от друга. 

Для сложных технологических циклов, вклю-
чающих более 10 операций, эти непроизводи-
тельные временные потери могут быть весьма 
значительными и существенно влиять на сум-
марное время выполнения производственного 
цикла. Выбор оптимальной последовательности 
выполнения технологических операций, поло-
жения начала и завершения каждой из них, а 
также требуемых установок всех рабочих звень-
ев робота для возможности выполнения этой 
операции (которые в результате решения обрат-
ной задачи робототехники могут определяться 
неоднозначно) позволит существенно сократить 
время таких потерь и повысить эффективность 
работы роботизированных комплексов. Это чре-
звычайно важно для массового и серийного про-
изводства. 
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Публикации в литературе по вопросам по-
строения расписаний робототехнических систем 
касались, в основном, согласований работы раз-
личных приводов робота, построения последо-
вательностей работы транспортных роботов, а 
также координации работы нескольких роботов 
в одной роботизированной ячейке [1, 2]. В каче-
стве методов решения задачи использовались 
методы имитационного моделирования, моди-
фицированный аппарат сетей Петри. Предлагае-
мая в статье постановка и метод решения задачи 
не встречались автору в монографиях и перио-
дической литературе. 

Постановка задачи 
Рассматриваемая проблема включает реше-

ние нескольких взаимосвязанных и следующих 
в строгой последовательности друг за другом 
задач. 

 Для каждой возможной точки начала и 
окончания выполнения всех технологических 
операций определить положение и углы накло-
на рабочего органа промышленного робота в 
шестимерной системе координат ( ( ),Ax i  ( ),Ay i  

( ), ( ), ( ),A A Az i i i   ( )Ai ). 

 Для каждого из этих положений рабочего 
органа в результате решения обратной задачи 
робототехники [3, 4] определить необходимые 
положения всех звеньев промышленного робо-
та, которые обеспечили бы заданную установ-
ку рабочего органа. Отметим, что для каждой 
из таких установок может быть получено не 
одно, а несколько положений звеньев. 

 Определить возможные и технологически 
допустимые варианты переходов от точки за-
вершения предыдущей к началу следующей 
операции в процессе выполнения программы 
производственного цикла. 

 Для каждой пары точек возможного пере-
хода от выполнения одной операции к другой 
и каждой пары возможных установок всех ра-
бочих звеньев промышленного робота в этих 
точках вычислить времена требуемых перехо-
дов и переориентации звеньев промышленного 
робота – ),( r

A
l
C jit , т.е. время перехода из поло-

жения C, в котором завершено выполнение 

операции i при l-м положении всех рабочих 
звеньев робота, в положение A возможного на-
чала выполнения операции j при требуемом  
r-м положении всех рабочих звеньев робота. 

 Рассчитанные времена ),( r
A

l
C jit  образуют 

матрицу T временных потерь на непроизводи-
тельные переналадки и переходы промышлен-
ного робота при выполнении технологического 
цикла. Группы строк и столбцов этой матрицы, 
определяющие некоторую ориентированную 
пару технологических операций ),( ji , харак-
терны тем, что в выбранной последовательно-
сти выполнения технологических операций 
может быть выбран только один элемент из нее, 
определяющий конкретный переход, начало и 
конец выполнения операции и положения при 
этом всех рабочих звеньев робота. 

 Формулировка и решение задачи теории 
расписаний, которая сводится к поиску опти-
мального и допустимого пути в некотором 
графе, каждое звено которого может быть вы-
брано из некоторого альтернативного подмно-
жества, и длина его задана в качестве элемента 
матрицы T. 

Алгоритмы решения обратной задачи робо-
тотехники с целью определения всех необхо-
димых установок звеньев промышленного ро-
бота для обеспечения требуемого положения и 
ориентации рабочего органа, широко исполь-
зуются в расчетах и доведены [3, 4] до пакетов 
прикладных программ. Алгоритмы расчета 
времен перехода от одной ориентации звена 
промышленного робота к другой описаны в 
монографии [3] и используются в статье для 
расчета элементов матрицы ( , )l r

C AT t i j . 

Комплексная постановка и математическая 
формулировка задачи построения оптималь-
ных расписаний работы промышленных робо-
тов, исследование ее математических свойств 
и разработка методов решения таких задач не 
проводились ранее. 

Рассматриваемая задача теории расписаний 
относится к классу задач теории расписаний 
экспоненциальной сложности и формулируется 
в виде обобщенной задачи коммивояжера. Ав-
тором исследуются свойства сформулирован-
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ной задачи, предлагаются выражения для оцен-
ки минимальной длины оптимального расписа-
ния и отсева множества вариантов, не имеюще-
го допустимых решений, предлагаются алго-
ритмы получения точных и приближенных ре-
шений на основе методов ветвей и границ. 

Математическая модель задачи 
Промышленный робот (ПР) должен начать 

выполнение программы каждого технологиче-
ского цикла в некотором начальном положении 
рабочего органа O с координатами ),,( 000 zyx  и 

положением углов наклона 0 0 0( , , )   . Про-

граммой работ предусматривается выполнение n 
технологических операций, которые могут быть 
выполнены в произвольной последовательности. 
Каждая из этих операций в общем случае может 
начинаться и заканчиваться в одной из двух то-
чек ( Ai  или Bi ) и требует определенных устано-
вок координат и углов рабочих органов как в на-
чальной точке выполнения операции ( ),Ax i  

( ),Ay i  ( ),Az i  ( ),Ai  ( ),Ai  ( )Ai ), так и в конеч-

ной ( ( ),Bx i  ( ),By i  ( ),Bz i  ( ),Bi  ( ),Bi  ( )Bi ). В 

зависимости от выбора начальной и конечной 
точки выполнения операции и связанных с этим 
установок всех звеньев ПР время выполнения 
технологической операции v(i) может быть раз-
личным. В ряде случаев (например, в процессах 
контактно-точечной сварки, обработка отвер-
стий и других) начало и конец выполнения ра-
бочей операции определяется только одной точ-
кой в трехмерном пространстве. В дальнейшем 
рассматриваются ситуации, когда нет никаких 
ограничений на последовательности выполнения 
технологических операций и каждая из них мо-
жет иметь начало и завершение не более чем в 
двух точках. 

Необходимо найти оптимальную последова-
тельность выполнения всех технологических 
операций, точку начала и завершения выполне-
ния каждой из них, а также установки всех 
звеньев в каждой из характерных точек, обеспе-
чивающих минимальное время технологическо-
го цикла. Решение задачи предусматривает оп-
ределение последовательности прохождения ПР 
всех характерных точек производственного цик-

ла, определение в них необходимых установок 
рабочего органа и всех положений звеньев, а 
также временных затрат на выполнение опера-
ций и переналадки. 

Математическая модель для построения оп-
тимального расписания суть матрица суммарных 
затрат времени на выполнение каждой техноло-
гической операции при различных условиях ее 
выполнения и точек завершения стоящей в по-
следовательности перед ней операции. Алгорит-
мы расчета элементов этой матрицы рассматри-
ваются в следующем разделе статьи. В этой мат-
рице, обозначенной A, предусмотрены также 
временные потери для перевода ПР из начально-
го положения в начальную точку выполнения 
последовательности операций и возвращения 
его после завершения цикла в исходное положе-
ние. В общем случае эта матрица имеет размер-
ность (2l1N + 1)  (2l2N + 1) элементов, где N – 
количество операций, l1 и l2 – соответственно 
количество вариантов положений всех рабочих 
звеньев ПР, обеспечивающих требуемое поло-
жение рабочего органа в каждой из точек на-
чала и завершения технологической операции. 

Обозначим подмножество строк и столбцов, 
определяющих времена выполнения i-й опера-
ции с учетом непроизводительных потерь на 
переходы и переналадки, соответственно )(iT  

и )(ˆ iT , подмножество строк и столбцов, опре-
деляющих суммарное время выполнения пер-
вой операции и время перевода ПР из началь-
ного состояния в первую точку последова-
тельности, а также время перехода ПР из по-
следней точки пути в начальное состояние со-

ответственно )(iO  и )(ˆ iO . 
Определение времен перехода и парамет-

ров рабочих звеньев ПР при переориентации 
рабочего органа из одной точки в другую 

Времена перехода ПР при переориентации 
рабочего органа из одной позиции в другую 
могут быть определены на основе аналитиче-
ских методов [3, 4] экспериментальных иссле-
дований или по результатам имитационного 
моделирования. 

Рассмотрим подходы к решению этой зада-
чи аналитическими методами. 
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Обозначим  )}(),...,(),...,({)( 1 tgtgtgtG mk , 

)}(),...,(),...,({)( 1 tgtgtgtG mk , 1( ) { ( ),...,G t g t  

( ),..., ( )}k mg t g t  соответственно векторы значе-

ний состояний положения звеньев робота, их 
скоростей и ускорений в момент времени t. 

Пусть },...,,...,{)( 000
10 mk gggtG   и 1( )G t   1

1{ ,...g  
1 1.., ,..., }k mg g  – значения компонент этих векто-

ров в начальной и конечной точке траектории. 
Траектория движения каждого звена должна 

удовлетворять граничным условиям. Скорости 
и ускорения каждого звена в начальной и ко-
нечной точке траектории должны быть равны 
нулю 
 0)()( 10  tgtg kk , 

 0)()( 10  tgtg kk , mk ,..,1 . (1) 

Траектория движения каждого звена может 
быть представлена в виде полинома шестой 
степени вида [3] 

5
5

4
4

3
3

2
210)( tatatatataatg kkkkkkk  . (2) 

Пусть 00 t , Tt 1 . В выражении (2) 0 ,ka  

1 5,...,k ka a  – неизвестные коэффициенты, кото-

рые должны быть определены из граничных 
условий при заданных временах перехода. При 
этом каждой точке траектории соответствует 
свое определенное время. 

В дальнейшем для простоты изложения ин-
декс k опустим. 

Система линейных алгебраических уравне-
ний для определения значений коэффициентов 
полинома (2) имеет вид: 
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Эта система линейных алгебраических урав-
нений относительно шести неизвестных пара-
метров a0 – a5 может быть преобразована в сис-
тему трех линейных уравнений относительно 
трех неизвестных 
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Система уравнений (4) имеет аналитическое 
решение в виде 
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Вначале эта задача должна быть решена для 
критического звена ПР, которое и определяет 
время перехода ПР из одной точки траектории 
в другую. Варьируя в ходе итеративного про-
цесса значение времени T  будут определены 
значения неизвестных коэффициентов a3, a4, a5 
по формулам (5), (6). Если скорости или уско-
рения звеньев превышают соответствующие 
граничные значения в отдельных точках траек-
тории, то значение T уменьшается. Если суще-
ствует некоторый запас (резерв) и возможно-
сти увеличения скорости и ускорения в движе-
нии звена, то значение T увеличивается. Такой 
итеративный процесс ведется до тех пор, пока 
не будет определено минимальное время пере-
хода для каждого звена ПР. Пусть T  – время 
перехода из начальной в конечную точку тра-
ектории для критического звена ПР, 

1
max k

k m
T T

 
 . 

Положив для каждого из остальных звеньев 
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время перехода равным T  по формулам (5), 
(6) вычислим неизвестные коэффициенты a3, 
a4, a5 для всех звеньев робота. 

Отметим, что если системой управления ПР 
предусмотрена возможность только последо-
вательной работы приводов отдельных звень-

ев, то 



m

k
kTT

1

. 

Построение и свойства матрицы времен-
ных затрат на выполнение технологических 
операций и переходов ПР с одной рабочей 
позиции на другую 

Обозначим матрицу временных затрат на 
выполнение технологических операций и пе-
реходов ПР с одной рабочей позиции на дру-
гую B . Она содержит элементы нулевой стро-
ки ),0( pjb  и нулевого столбца )0,( rib  , а также 

элементы ),( pr jib  в каждом из )( 2
1

1 i

N

i
i ll 



 

строк и столбцов, соответствующих возмож-
ным положениям начала и завершения выпол-
нения всех технологических операций произ-
водственного цикла. Следовательно, количе-
ство строк и столбцов этой матрицы равно 

1)( 2
1

1  


i

N

i
i llG . 

Значение элемента ),0( pjb   соответствует 

времени перехода ПР из начального состояния 
в соответствующую -ю начальную точку вы-
полнения j-й при p-м положении звеньев ПР. 
Значение элемента )0,( rib   – времени перехода 

из -й конечной точки выполнения i-й опера-
ции при r-м положении всех звеньев ПР в на-
чальное состояние. Элементы ),( pr jib   – суть 

времена перехода ПР из -й конечной точки 
выполнения i-й операции при r-м положении 
всех звеньев ПР в -ю начальную точку вы-
полнения j-й при p-м положении звеньев ПР 
плюс минимальное время выполнения j-й тех-
нологической операции при фиксированном 
положении всех рабочих органов в начальной 
точке. Все диагональные элементы матрицы, а 
также элементы ( , )r pb i j  ,  = 1, 2,  = 1, 2, r, 

1,...,p R  для выбора в качестве путей пере-
хода от выполнения одной операции к другой 
запрещены и поэтому положены равными  . 

Каждое допустимое решение представляет 
собой некоторое подмножество элементов мат-
рицы В =  (В), удовлетворяющее следующей 
системе ограничений. 

 Подмножество  (В) должно содержать 
только один элемент из нулевой строки и один 
элемент из нулевого столбца матрицы B . 

 Из каждого подмножества строк }{ r
i i , 

 = 1, 2, Rr ,...,1 , как и из каждого подмно-

жества столбцов  j pi  1,2  , Rp ,...,1 , 

должен быть выбран только один какой-либо 
элемент. 

 Если в подмножество  (В) включен неко-
торый элемент строки 2( , )r pb i j , то включение в 

 (В) любого элемента из подмножества строк 

2( 2, ) { }j r j       и 1( 1, ) { }r
j r j     – 

недопустимо. 
 Если в подмножество  (В) включен неко-

торый элемент столбца 1( , )r pb i j , то включение в 

 (В) любого элемента из подмножества столб-
цов 2( 2, ) { }i pp i     и 1( 1, ) { }i p i       

является недопустимым. 
 Если в подмножество )(B в ключен не-

который элемент строки ( , )r pb i j  , то наличие в 

подмножестве  (В) в pj -й строке элементов 
ri -х столбцов  = 1, 2, Rr ,...,1 , соответ-

ствующих i-й операции, есть недопустимым. 
 Если в подмножество )(B включен неко-

торый элемент столбца 1( , )r pb i j , то наличие в 

подмножестве  (В) в si -столбце элементов 
pj -столбцов ( , )p rb j i  , 1, 2  , Rp ,...,1 , со-

ответствующих j-й операции, – недопустимо. 
 Элементы подмножества )(B должны со-

ставлять замкнутый маршрут, начинающийся 
и заканчивающийся в начальной точке i = 0. 

Длина этого маршрута определяется выра-
жением 
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( , ) ( )

( ) [(0, ) | (0, ) ( )]
( , ) [( ,0) | ( ,0) ( )].

r p

p p

r p r r

i j B

F B b j j B
b i j b i i B

 

 

   


  
    (7) 

Среди всех допустимых подмножеств (мар-
шрутов) необходимо выбрать замкнутый мар-
шрут, минимизирующий значение критерия оп-
тимальности F(B). 

Свойства допустимых и оптимальных 
расписаний 

Пусть на некотором шаге итеративного про-
цесса решения задачи после выполненных пре-
образований и исключения из матрицы B  неко-
торого подмножества строк и столбцов матрица 
B  будет преобразована в матрицу )(s . Обо-
значим: 

),( siQA  и ),( siQC , ),( sjH A  и ),( sjHC  – со-

ответственно множество строк и столбцов мат-
рицы )(s , оставшихся после всех преобразо-
ваний исходной матрицы B, соответствующих 
i-й технологической операции, начальной точ-
кой выполнения которой есть точка iA и iC; 

 ( ) 0,1,..., ,..., )isi I s i N  , 

 ( ) 0,1,..., ,..., )Jsj J s i N  ; 

),(),(),( siQsiQsiQ CA  , 

),(),(),( sjHsjHsjH CA  . 

Пусть  
( )

{ ( )} ( , )
i I s

I s Q i s


 


  ,  { ( )}J s   

( )

( , )
j J s

H j s




  – соответственно множества всех 

строк и столбцов матрицы )(s . 

Элементы матрицы )(s  обозначим ( )ij s , 

)}(
~

{ sIi  , )}(
~

{ sJj  . 

На начальном этапе решения задачи s = 0, 
)(sB  , isiQ ),(  jsjH ),( , IsI

~
)(

~  , 

JsJ )(
~ . 

Ii
isI

~
)}0(

~
{



 , { ( 0)} .j

j I

J s


   


   

Возможны ситуации, когда ( , ) ( , )Q i s H i s , 

либо только ),( siQA  или ),( siQC , ли-

бо только ),( sjH A  или ),( sjH C . 

Преобразованием 1 матрицы )(s  назовем 
преобразование, в результате которого из каж-

дого элемента подмножества строк ),( siQ  мат-

рицы )(s  вычитается минимальное значение 
среди всех элементов данного подмножества 
строк, т.е. величина 

 min

( , )
( , ) min ( )ij

j H j s
i s s


   , ),( siQi ;  

 )}(
~

{),( sJsjH  , )}(
~

{),( sIsiQ  . (8) 

В результате преобразования 1 в каждом 
подмножестве строк ),( siQ  матрицы будет со-
держаться, по крайней мере, по одному нуле-
вому элементу и элементы новой матрицы 

( ,1) ( ,1)ijs s    преобразуются по формулам 

 min( ,1) ( ) ( , )ij ijs s i s    , ),( sjHj ; 

 )}(
~

{),( sJsjH  , )}(
~

{),( sIsiQ  . (9) 

Преобразованием 2 матрицы )1,(s  назовем 
преобразование, в результате которого из каждо-
го элемента подмножества столбцов ),( sjH  

матрицы )1,(s  вычитается минимальное зна-
чение среди всех элементов данного подмноже-
ства строк, т.е. величина 

 min

( , )
( , ) min ( ,1)ij

i Q i s
j s s


   , ),( sjHj , 

 )(
~

),( sJsjH  . (10) 
В результате преобразования 2 в каждом 

подмножестве столбцов ),( sjH  матрицы бу-
дет содержаться, по крайней мере, по одному 
нулевому элементу и элементы новой матрицы 

 B ,2 ( ,2)ijs s   преобразуются по формулам 

 min( , 2) ( ,1) ( , )ij ijs s j s     , ),( sjHj , 

 )}(
~

{),( sJsjH  . (11) 

Преобразованием 3 матрицы )(s  назовем 
преобразование, в результате которого после 
выбора некоторого элемента, определяющего 

переход после завершения выполнения î -й опе-

рации в положении Cî  с r-м значением элемен-

тов вектора всех рабочих звеньев ПР к началу 

выполнения ĵ -й операции в точке Aĵ  с p-м зна-
чением элементов вектора всех рабочих звеньев 
ПР, в матрице )(s  проводятся следующие пре-
образования: 
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 исключаются все строки подмножества 

),ˆ( siQl  и все столбцы подмножества l  

 H(j, s); 
 все элементы на пересечении подмноже-

ства строк ),ˆ( sjQA  и подмножества столбцов 

),ˆ( siHC  полагаем равными  , ( )ij s   , 

),ˆ( sjQi A , ),ˆ( siHj C ; 

 вновь преобразованная матрица подвергает-
ся затем последовательно преобразованиям 1 и 2. 

Пусть на некотором этапе решения задачи 
определено некоторое подмножество )(s  

выбранных элементов ),( p
A

r
C ji  матрицы B , 

)(),( sji p
A

r
C  , величина которых равна ( ,r

Cb i  

)p
Aj . Сумма выбранных на s-м шаге решения 

элементов равна 
 

,
( , ) ( )

( ) ( , 2)pr
C Apr

C A

i j
i j s

f s s


  . (12) 

Включение в подмножество (s) элемента 
),( p

A
r
C ji  означает, что в расписание программ-

ных движений ПР включен переход после вы-
полнения i-й операции, завершенной в пункте 
C  при r-м положении рабочих звеньев, в на-
чальную точку A  выполнения j-й операции с 
установкой рабочих звеньев в p-е положение. 
Направление выполнения j-й операции будет 
начинаться в точке A  и завершаться в точке C . 

После выбора из этих элементов на каждом -
м шаге принятия решений 1, 2,..., s   проводи-

лось преобразование матрицы ( )   по правилу 
преобразоваия 3, а на начальном этапе решения 
при  = 0 последовательно выполнено преобра-
зование исходной матрицы ( 0) 0     преоб-

разованиями 1 и 2. Обозначим Е()– сумму при-
водящих констант на -м шаге приведения 

    
 

 min min

( )

, , .
i I j J

E i j
   

       
 

 (13) 

Справедливо следующее утверждение. 
Утверждение 1. Минимальное значение дли-

ны производственного цикла (замкнутого мар-
шрута движения ПР с начальной и конечной 
точкой пути в пункте i = 0 при заданном фикси-

рованном положении всех звеньев), удовлетво-
ряющего всем ограничениям задачи, сформули-
рованным в предыдущем разделе, s-м этапе ре-
шения, не может быть меньше величины, опре-
деляемой выражением 

      
0

, .
s

F s f s E


     (14) 

Значение ( , )F s  назовем нижней границей 
критерия оптимальности на s-м этапе решения. 

Следствия утверждения 1 
 На начальном этапе решения задачи 0s  

min min( ,0) (0) ( ,0) ( ,0)
i I j J

F f i j
 

      
 

; (15) 

 Если 12 ss   и )()( 21 ss  , то 2( , )F s   

1( , )F s  . 

Оценка нулевых элементов матрицы 

 B ,2 ( , 2) .ijs s   

Для каждого элемента  
1 2

, 2 0i f s  , где 

),(1 siQi  , ),(2 sjHj  , матрицы )2,(s  в 
подмножестве элементов строк Q (i, s) и под-
множестве столбцов H (j, s) определим два 
наименьшие по величине элемента, отличные 
от элемента  

1 2
, 2 0i f s   

 
    

    
   

1

1

,

1 2

, 2 min min ,2 , , 2

, , 2 ,

i lji Q i s i J s
s s i l s

i j s

 
   


 (16) 

2

2

( , ) { ( )}

1 2

( , 2) { min min ( , 2) | ([ , ] | , 2)

([ , ] | , 2)}.

j lj
j H j s l I s

s s l j s

i j s

 
   



  (17) 

Значение 
      

1 2 1 2

1 2, 2 , 2 , 2i f i js s s     (18) 

назовем минимальной суммой приводящих 
констант нулевого элемента, соответствующе-
го переходу от некоторого положения ПР при 
завершении выполнения i1-й операции и пере-
ходу к началу выполнения 2j  операции. При 

этом )(
~

1 sIi  , )(
~

2 sJj  . 

Пусть  1 2 1 2( , 0) {( , ) | ( ), ( );s i j i I s j J s      

1 2
( , 2) 0}i j s   – подмножество нулевых эле-

ментов матрицы )2,(s . 
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Среди всех нулевых элементов найдем та-
кой, для которого 
  

   
 * *

1 2
1 2, ,0

, 2 max , 2 .i ji j i j s
s s


    (19) 

Утверждение 2. Среди всех элементов мат-
рицы )2,(s  выбор элемента с максимальной 

оценкой нулевого элемента )2,|],([ ** sji  и при 
рассмотрении двух следующих возможностей 
расширения подмножества выбранных элемен-
тов на s-м шаге процесса решения 
 )}2,|],([)({)1( **

1 sjiss  , (20) 
т.е. включение в это подмножество данного 
элемента; 

 2
* *

( 1) { ( ) ([ , ] | , 2) :
: ([ , ] | , 2) ([ , ] | , 2)},

s s l w s
l w s i j s

   


  (21) 

т.е. включение в это подмножество любого 
другого элемента матрицы )2,(s , кроме дан-
ного, приведет к разбиению рассматриваемого 
множества вариантов на два непересекающих-
ся подмножества, разность нижних границ зна-
чения критерия оптимальности максимальна. 

Алгоритм решения задачи 
Алгоритм решения задачи построен на ос-

нове метода ветвей и границ [6], использует рас-
смотренные ранее свойства допустимых и опти-
мальных расписаний и является обобщением 
известных в литературе алгоритмов решения 
задач одного и N коммивояжеров [5, 6]. 

Пусть на некотором шаге решения задачи 
построено W различных подмножеств 

w
(s), 

w = 1, , W, включенных в состав расписания 
элементов матрицы B. Для каждого из этих 
подмножеств по формулам (12) – (14) опреде-
лены нижние границы значения критерия оп-
тимальности (F

w
, s). Пусть также получено 

некоторое количество допустимых решений 
задачи, среди которых сохраняем в памяти 
наилучшее из них с подмножеством элемен-
тов матрицы B  – )()( NB   и значением 

критерия оптимальности, равным )}({ N . 
На начальном этапе решения полагаем 

 )(N ,  )}({ N , а также 
0
(s = 0) = 

= , f(s = 0) = 0, а значение (F, 0) вычисляется 
по формуле (15). 

На каждой итерации алгоритма выполняют-
ся следующие шаги. 

Ш а г  1. Определяем подмножество )(
*

sw  
с наименьшим значением нижней границы 

*

1
( , ) min ( , )w w

w W
F s F s

 
   . Если матрица )(

*

sw


 

не содержит ни одного элемента, то получено 

решение задачи, и, положив )()(
*

sN w , 
для восстановления его переходим к шагу 4. В 

противном случае, если 
*

( , ) { ( )}wF s N    , то 

ранее построенное подмножество )(N  будет 
оптимальным решением и переходим к шагу 4. 

Если 
*

( , ) { ( )}wF s N     переходим к шагу 2. 
Ш а г  2. Вычисляем оценки нулевых эле-

ментов матрицы )(
*

sw


 подмножества вариан-

тов )(
*

sw  по формулам (16) – (18). Находим 
нулевой элемент с максимальным значением 
нулевой оценки в соответствии с выражением 
(18). Если таких элементов несколько, то вы-
бираем любой из них. Пусть это будет элемент 

матрицы )(
*

sw


 – )2,|,(
**

sji ww . Разбиваем под-

множества вариантов )(
*

sw на два подмноже-

ства )1(
*

1  sw и )1(
*

2  sw  в соответствии с 
выражениями (20) и (21) . Определяем 

 )},()({)1(
****

1
wwww jiss  , 

 )()1(
**

2 ss ww  . (22) 

Исключаем подмножество )(
*

sw  из даль-
нейшего рассмотрения. Переходим к шагу 3. 

Ш а г  3. 
1. Проводим преобразование трех элементов 

матрицы )1(
*

1  sw

 подмножества вариантов 
для вновь образованного подмножества вариан-

тов )1(
*

1  sw  и вычисляем значение нижней 

границы для этого подмножества 
*

1( , 1)wF s   по 

формулам (12) – (14). Полагаем )1(:  ss . 

Если  )1(
*

1 sw  и 
*

1( , 1)wF s    
*

1
min{ ( , ) | )w

w W
F s w w

 
   , то получено допусти-

мое решение задачи. Исключаем подмноже-
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ство )1(
*

1  sw  из дальнейшего рассмотрения. 

Если 
*

1( , 1) { ( )}wF s N     , то полагаем 

)1()(
*

1  sN w , 
*

1{ ( )} ( , 1)wN F s     . 

2. Формируем матрицу элементов )1(
*

2  sw  
для вновь образованного подмножества вари-

антов )1(
*

2  sw , положив в матрице )(
*

sw


 
элемент, стоящий на пересечении 

*wi -й строки 

и 
*wj -го столбца, равным  , * * ( , 2)

w wi j
s   . 

Определяем значение нижней границы вели-
чины критерия оптимальности для этого под-
множества вариантов согласно выражению 

    * *

* *2 , , ( , 2)
w w

w w

i j
F s F s s     . (23) 

3. Проводим переиндексацию всех остав-
шихся перспективных подмножеств вариантов 
и, положив )1(:  WW , переходим к шагу 1. 

Выполняем преобразование 1 и 2 матрицы 

)(
*

sw


 подмножества вариантов )(
*

sw  и вы-

числяем сумму приводящих констант )(
*

sE w  по 
формуле (13). 

Ш а г  4. Восстановление оптимального 
расписания. 

Все листья ветви дерева, соответствующей 
оптимальному расписанию, – множество эле-
ментов матрицы B, составляющих оптималь-
ное расписание выполнения работ. Выбираем 
лист ветви дерева ),0( p

Aj , у которого первый 
пункт ноль. Этот элемент определяет, что с 
начального нулевого пункта ПР перемещается 
в точку A с p-м положением звеньев, в которой 
начинается выполнение операции j. Далее сре-
ди всех листьев этой ветви ищем лист, первый 
признак которого определяет точку и положе-
ние рабочих звеньев, в которой завершается 
выполнение этой j-й операции. Пусть это будет 
элемент ),( p

A
r
C lj . Следовательно, осуществлен 

переход после выполнения j-й операции, за-
вершенной в пункте C при r-м положении ра-
бочих звеньев, в начальную точку A выполне-
ния l-й операции с установкой рабочих звеньев 
в p-е положение, направление выполнения l-й 

операции будет начинаться в точке A и завер-
шаться в точке C. Затем ищем лист этой ветви, 
первый признак которой определяет заверше-
ние l-й операции и так далее, пока не будет 
найден лист )0,( p

Ah , второй признак которого 
равен нулю. 

Иллюстративный пример 
ПР должен выполнить в течение рабочего 

цикла пять сварочных швов. Начало и конец 
сварочной операции может быть выбран в одной 
из двух заданных точек. При выполнении перво-
го сварочного шва, соединяющего точки один и 
два, возможны два различных положения всех 
звеньев ПР в каждой из этих точек. При выпол-
нении остальных сварочных швов (между точ-
ками 3 и 4, 5 и 6, 7 и 8, 9 и 10) допустимо лишь 
одно положение всех звеньев в каждой из этих 
точек. Начало и завершение выполнения всех 
сварочных операций при фиксированном поло-
жении всех звеньев робота должно быть преду-
смотрено в одной и той же точке ноль при одном 
и том же фиксированном положении всех звень-
ев  ПР.  В табл. 1  заданы  времена  перехода  ПР  

Т а б л и ц а  1. Матрица времен переход и выполнения опера-
ций B 

Времена переходов и выполнения операций 

1-я опера-
ция 

2-я 
опе-
рация

3-я 
опера-
ция 

4-я 
опера-
ция 

5-я 
опера-
ция 

№ 
Опе-
ра-
ции

По-
ло-
же-
ние 
ПР 1–

1
1–
2

2–
1

2–
2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 
конец
цикла

0 начало 
цикла 

40 20 25 30 40 35 50 35 40 50 35 45   

1–1     30 60 50 70 110 140 40 80 25 
1–2     50 70 35 60 90 120 60 100 20 
2–1     80 90 40 50 120 100 70 110 20 

1 

2–2     20 100 110 85 95 130 90 130 25 
3 30 50 70 90   80 90 120 130 130 150 35 

2 
4 10 40 50 90   100 120 150 110 100 120 40 
5 80 60 30 60 40 60    20 40 70 60 40 

3 
6 40 70 45 80 30 45    60 80 30 55 55 
7 10 20 60 30 80 90 35 50   20 40 20 

4 
8 30 50 40 40 70 90 30 40   60 35 45 
9 80 90 20 50 45 10 50 55 90 60   50 

5 
10 50 30 30 65 15 60 50 35 50 30   65 

 

между различными точками и длительности вы-
полнения сварочных операций для различных 
допустимых маршрутов движения рабочего ор-
гана ПР. Так, например, значение элемента, 
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стоящего на пересечении ri -й строки и pj  

(здесь i и j – индексы операций,  и  – индексы 
точек, в которых начинается операция j  и за-
канчивается операция i, а r и p – соответственно 
индексы положений звеньев ПР в этих точках), – 
суть время перехода и перенастройки всех звень-
ев ПР из ri  в pj  плюс время выполнения j-й , 

если она начинается в положении pj . Элементы 

нулевой строки определяют время перехода из 
начального состояния в соответствующее поло-
жение плюс время выполнения рабочей опера-
ции, если она начинается в данном положении. 
Элементы нулевого столбца – время перехода 
ПР и положения завершения операции в на-
чальное положение рабочего цикла. 

В табл. 2 приведена матрица )0(  s  после 
выполнения преобразований 1 и 2, в каждом 
подмножестве строк и столбцов которой, соот-
ветствующих одному и тому же индексу опера-
ции, содержится по крайней мере по одному ну-
левому элементу. При этом сумма приводящих 

Т а б л и ц а  2. Преобразованная матрица времен переход и 
выполнения операций )0(  s  

Времена переходов и выполнения операций 

1-я опера-
ция 

2-я 
опе-
рация 

3-я 
опе-
рация 

4-я опе-
рация 

5-я опе-
рация 

№ 
опе-
ра-
ции 

По-
ло-
же-
ние 
ПР 1–

1 
1–
2 

2–
1 

2–
2 

3 4 5 6 7 8 9 10

0 
Ко-
нец 
цик-
ла 

0 начало 
цикла 

20 0 5 10 20 5 15 0 20 30 5 15   

1–1     10 40 25 35 90 120 10 50 5 
1–2     30 50 0 25 70 100 30 70 0 
2–1     60 70 5 15 100 80 40 80 0 

1 

2–2     0 80 75 50 75 110 60 100 5 

3 20 40 60 80   55 65 110 120 110 130 25 2 
4 0 30 40 80   75 95 140 100 80 100 30 

5 60 40 10 40 20 40   0 20 40 30 20 3 
6 20 50 25 60 10 25   40 60 0 25 35 

7 0 10 50 20 70 80 10 25   0 20 10 4 
8 20 40 30 30 60 80 5 15   40 15 35 

9 70 80 10 40 35 0 55 75 80 50   40 
5 

10 40 20 20 55 5 50 25 30 40 20   55 
 

констант, определяющая нижнюю границу кри-
терия оптимальности на начальном этапе реше-
ния, равна ( ) 115F  . 

Процесс решения задачи, описанный ранее 
методом ветвей и границ, представлен на 
рис. 1. В результате решения получено опти-
мальное расписание выполнения производ-
ственного цикла, представленное на рис. 2. 

All

4 -(1,1)     No
4 -(1,1)

10 -3

5 -7 

(2,1) - 0

5 -7 

5 -7 
No

5 -7 
No

(2,1) - 0
No

10 -3
No

7 - 9 7 - 9
No

5 -8 5 -8 
No

0 - 6 0 - 6
No

115

120

120145
145145

145

145

135

155

140

140

140

140

140 180

unadmissible  
Рис. 1. Дерево решений задачи 

 0 (8,7) (9,10) (6,5) 0([1,1],
[2,1])

 
Рис. 2. Оптимальная последовательность выполнения техноло-

гических операций и переходов 

Заключение. Минимизация суммарных по-
терь времени на переориентацию исполнитель-
ного органа и звеньев, занимающих существен-
ную часть времени производственного цикла, 
чрезвычайно актуальна для массового и крупно-
серийного производства. 

Возможности использования различных по-
следовательностей и способов выполнения 
технологических операций и гибкость системы 
управления звеньями ПР предоставляют очень 
большое количество возможностей реализации 
программных движений рабочего органа, сре-
ди которых необходимо осуществить выбор 
допустимой последовательности движений и 
соответствующей ей положений рабочего ор-
гана и рабочих звеньев ПР, минимизирующей 
время выполнения производственного цикла. 
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Математическая модель сформулированной 
технической проблемы представлена в виде 
задачи теории расписаний, относится к классу 
NP-проблем экспоненциальной сложности и 
представлена в статье в виде обобщенной за-
дачи коммивояжера. Элементы матрицы вре-
мен переходов и выполнения технологических 
операций для различных допустимых вариан-
тов выполнения операций, а также положений 
рабочих звеньев и исполнительных органов ПР 
могут быть определены на основе эксперимен-
тальных исследований, по результатам имита-
ционного моделирования или описанными ана-
литическими методами. 

На основе анализа свойств допустимых и 
оптимальных решений задачи предложены ал-
горитмы решения задачи методом ветвей и 
границ, допускающим распараллеливание вы-
числительного процесса, с помощью которого 
может быть получено как точное, так и при-
ближенное решение задачи (на основе разви-
тия до конца только одной ветви дерева). 

Решение сформулированной задачи требует 
значительных объемов вычислений, что связано 
не  с  эффективностью  предлагаемых методов, 

а сложностью решаемой проблемы. Однако 
эти затраты оправданы, так как могут привести 
к значительному увеличению производитель-
ности или сокращению затрат на покупку обо-
рудования при проектировании крупносерий-
ного и массового производства. 
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