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Автоматическая обработка и распознавание сигналов  
и изображений 
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И.Н. Яворский, Р.М. Юзефович, И.Й. Мацько, П.А. Семенов 

Стохастические модели вибросигналов и их анализ для исследования 
состояния механических систем 

Описаны свойства корреляционно-спектральных характеристик периодически коррелированных случайных процессов и их обобще-
ний – величин, которые целесообразно использовать для описания состояния вращающихся узлов механических систем и выявления 
их дефектов. Рассмотрены методы оценки вероятностных характеристик первого и второго порядков таких процессов по экспери-
ментальным данным при известных и неизвестных периодах нестационарности. Описано властивості кореляційно-спектральних характеристик періодично корельованих випадкових процесів та їх узагальнень – величин, які доцільно використовувати для опису стану обертових вузлів механічних систем та виявлення їх дефектів. Розглянуто методи оцінювання ймовірнісних характеристик першого та другого порядків таких процесів за експериментальними даними при відомих і невідомих періодах нестаціонарності. 
 

Введение. Необходимость перехода от контроля 
работоспособности технических объектов к ди-
агностированию зарождающихся дефектов при-
водит к поиску таких диагностических призна-
ков, которые реагируют на незначительные от-
клонения параметров технического состояния от 
нормы. Выявление неисправностей, которые 
еще не привели к катастрофическим последстви-
ям, определение степени развития дефекта и его 
признаков возможны только на основе детально-
го исследования структуры вибросигналов и ее 
связи с кинематикой и динамикой механизмов. 
Описание такой структуры в свою очередь воз-
можно на основе адекватных математических 
моделей вибросигналов, отражающих те их чер-
ты, которые необходимы для установления со-
стояния механической системы. Характерные 
признаки вибрационных колебаний – повторяе-
мость и стохастичность. Повторяемость обу-
словлена циклическим принципом действия 
многих механизмов, а стохастичность может 
быть вызвана флуктуациями толщины и вязко-
сти смазки, изменениями сил трения, спонтан-
ными и неуправляемыми изменениями нагрузки, 
турбулентностью и пр. Поскольку появление 
дефектов приводит к нелинейности механичес-
ких колебательных систем, то повторяемость и 
стохастичность выступают в свойствах вибра-

ций во взаимодействии. Именно в характере та-
кого взаимодействия проявляются те свойства 
колебательного процесса, которые часто являют-
ся определяющими для установления состояния 
объекта, его порождающего. Адекватными мо-
делями для описания и анализа этого взаимодей-
ствия являются периодически и почти периоди-
чески нестационарные случайные процессы (в 
рамках теории второго порядка – периодически 
и почти периодически коррелированные) [1–3]. 
Эти случайные процессы называются также ци-
клостационарными [4, 5]. Подход, основанный 
на таких моделях, авторами впервые был апро-
бирован для анализа сигналов вибрации под-
шипниковых опор турбоагрегатов ТЭС [6] и по-
казал свою эффективность при дальнейших ис-
следованиях [7–9]. Дефекты вращающихся ме-
ханизмов проявляются в вибрации как в генери-
ровании новых гармонических составляющих, 
так и в их модуляции. Вероятностные характе-
ристики периодически коррелированных случай-
ных процессов (ПКСП) и их обобщений служат 
носителями информации о таких изменениях, 
поэтому их можно использовать для диагности-
ки как непосредственно, так и как основу для 
формирования новых диагностических призна-
ков, и эти признаки дают возможность выявлять 
дефекты уже на ранних стадиях развития. В дан-
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ной статье описаны ПКСП-модели вибросигна-
лов, приведены их оценки корреляционных и 
спектральных характеристик. 

ПКСП-модель вибросигналов и задачи их 
анализа 

Первый этап обработки вибросигналов за-
ключается в их разделении на детерминиро-
ванную и стохастическую составляющие. Ана-
лиз детерминированной составляющей базиру-
ется на развитых авторами методах выявления 
и анализа скрытых периодичностей. С детер-
минированной составляющей вибросигналов, 
как правило, связаны макродефекты механиче-
ских систем, такие как дисбаланс, эксцентри-
ситет, несоосность, биение, зацепления и др. Вы-
воды о дефектности вращающегося узла при-
нимаются на основе анализа амплитудного и 
фазового спектров этой составляющей. Случай-
ная составляющая содержит информацию о не-
стационарных и нелинейных свойствах вибра-
ционного сигнала, связанных с силой трения, из-
менением вязкости масел, шероховатости по-
верхности и пр. Анализ случайной составляю-
щей, в том числе характеристик ее периодиче-
ской нестационарности, позволяет выявлять де-
фекты на ранних стадиях развития. Периодиче-
ская нестационарность случайной составляющей 
обусловлена стохастической модуляцией гар-
моник [1, 2, 10, 11]. Эта модуляция в большин-
стве своем не узкополосная, поэтому она не 
всегда проявляется в пиковых значениях оце-
нок спектральной плотности мощности стацио-
нарного приближения сигнала. 

В соответствии с изложенным модель виб-
рации сложных машинных комплексов с од-
ним дефектным элементом имеет вид 
      t s t t    , (1) 
где s (t) – детерминированная составляющая сиг-
нала,  (t) =  (t) +  (t) – случайная составляющая 
сигнала, где соответственно  (t) – периодически 
нестационарная составляющая,  (t) – стационар-
ный фоновый шум, причем случайные процессы 
 (t) и  (t) некоррелированные. Детерминиро-
ванная составляющая s (t) описывается почти 
периодической функцией 
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где M  – число гармонических составляющих, 
c k – их комплексные амплитуды, а  k – часто-
ты. Моделью нестационарной составляющей 
есть ПКСП, для которого справедливо гармо-
ничное представление [1, 2, 12, 13] 
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где k (t) – стационарно связанные случайные 
процессы, описывающие стохастическую ампли-
тудную и фазовые модуляции основных гармо-
нических составляющих ПКСП, а 0 = 2/T, T – 
период нестационарности. Именно корреляци-
онные и спектральные характеристики модули-
рующих процессов являются носителями инфор-
мации о типах дефектов вращающихся узлов. 
Диагностические признаки могут строиться на 
основе этих характеристик или с использовани-
ем вероятностных характеристик сформирован-
ного стационарными компонентами k (t) ПКСП. 

Математическое ожидание m (t) = E (t) и кор-
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Периодически меняется по времени и мгно-
венная спектральная плотность ПКСП – пре-
образование Фурье корреляционной функции 
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Величины B k (u) и f k () соответственно на-
зывают корреляционными и спектральными 
компонентами. Нулевые компоненты B 0 (u) и 
f 0 () описывают свойства стационарного при-
ближения ПКСП, т.е. усредненные корреляци-
онные связи и усредненную по времени спек-
тральную плотность мощности флуктуацион-
ных колебаний. 
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Коэффициенты Фурье математического ожи-
дания ПКСП являются математическими ожи-
даниями модулирующих процессов k (t) в пред-
ставлении (3), т.е. mk (t) = Ek (t), а корреляцион-
ные и спектральные компоненты определяют-
ся авто- и взаимокорреляционными функция-
ми и соответствующими спектральными плот-
ностями этих процессов 
     0

,
in u

k n k n
n Z

B u R u e 




 ,  

    , 0k n k k
n Z

f f n


    , (5) 

где      k lklR u E t t u   


,    k k kt t m   


, 
¯ – знак сопряжения, а  

    1
2

i u
kl klf R u e


 



 
  . 

Как следует из соотношений (5), случайный 
процесс (3) – это ПКСП только тогда, когда 
модулирующие различные гармонические со-
ставляющие процессы k (t) есть коррелирован-
ными. А это значит, что их спектры должны 
перекрываться. 

Для стационарных случайных процессов k (t) 
справедливо гармоничное представление [14] 
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дельта функция Дирака. Исходя из (3), для 
ПКСП тогда имеем 
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Очевидно, что  
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где величины f k () определяются соотношением 
(5). Из (6) следует, что гармонические состав-
ляющие ПКСП, разность частот между которы-
ми кратна 0, – коррелированные. Мерой этой 
коррелированности есть спектральные компо-
ненты f k (). Равенство (6) означает, что корре-
лируемость стационарных компонентов ПКСП и 
коррелируемость его гармонических состав-
ляющих эквивалентны. 

Из представления (3) следует, что ПКСП 
охватывает известные модели скрытых перио-
дичностей сигналов вибрации. Например, если 
k (t) = ck + k(t), где  k (t) – некоррелированные 
стационарные случайные процессы, то полу-
чим аддитивную модель  (t) =  (t) + f (t), где 
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процесс. ПКСП описывает мультипликативное 
взаимодействие периодичности и стохастично-
сти, когда k (t) = ck (t). Тогда  (t) =  (t) f (t). К 
полигармонической модели приходим, если слу-
чайные процессы вырождаются в случайные 
переменные k:   0 .ik t
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    Простейшей мо-

делью амплитудной и фазовой модуляции сиг-
налов вибрации машин и конструкций являет-
ся так называемая квадратурная модель (пред-
ставление Райса), когда в формуле (3) отличны 
от нуля только первые компоненты –1 (t) и 
1 (t). Такая модель, на первый взгляд, мало при-
годна для описания сложных многорезонанс-
ных колебаний реальных технических объек-
тов, однако может быть эффективно примене-
на совместно с методами линейной полосовой 
фильтрации. Предполагая возможность выде-
ления в сигнале вибрации отдельных узкопо-
лосных компонентов, получаем представление 
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Мгновенная спектральная плотность ПКСП 
является комплекснозначной функцией: f (, t) = 
= Re f (, t) – i Im f (, t). Для действительной 
Re f (, t) и мнимой Im f (, t) частей соответ-
ственно имеем: 
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описывающая изменение по времени мгновен-
ной мощности колебаний, определяется интег-
рированием по всем частотам действительной 
части мгновенной спектральной плотности, од-
нако последняя не может интерпретироваться 
как спектральная плотность мощности колеба-
ний, поскольку она может быть отрицатель-
ной. Нечетная часть корреляционной функции 
b–(t, u) зависит от соотношения между скоро-
стями изменения корреляционной функции по 
времени t и сдвигу u. Если корреляционные свя-
зи быстро затухают по сдвигу до нуля на интер-
вале, где по времени они меняются мало, то не-
четная часть будет достаточно малой. При сбли-
жении скоростей таких изменений величина не-
четной части будет расти. Для каждого момента 
времени t будут существовать так называемые 
переходные корреляции, характер которых бу-
дет отображать функция b–(t, u), а их частотные 
характеристики – мнимая часть спектральной 
плотности Im f (, t). 

При исследовании сигналов вибрации дос-
таточно часто встречаются ситуации, когда ря-
дом со стохастической повторяемостью одного 
периода существуют и другие, обусловленные, 
прежде всего разной частотой вращения меха-
нических узлов, входящих в состав механиче-
ской системы. Для описания свойств таких 

сигналов могут быть использованы математи-
ческие модели в виде почти ПКСП [2], пред-
ставляемые в виде ряда [2] 
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где  k (t) – стационарно связанные случайные 
процессы, а  k  M, где M – конечное или счет-
ное множество действительных чисел. Мате-
матическое ожидание и корреляционная функ-
ция случайного процесса (7) будут почти пе-
риодическими функциями: 
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при этом действительные числа k  относятся 
к расширенному множеству M , которые кро-
ме чисел  k, содержат также их попарные раз-
ницы  k –  n. 

Существенным частным случаем почти 
ПКСП, который применяют при анализе сиг-
налов вибрации в нелинейных и параметриче-
ских системах, есть случайные процессы, по-
казатели Фурье которых имеют вид 
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где все r kl – целые числа. Тогда базис  ,l l   

= 1, L = M0 называют конечным и целым бази-

сом множества M = { k, k  Z} Почти ПКСП с 
показателями Фурье (8) называют полипериоди-
чески коррелированными случайными процес-
сами, а при L = 2 – бипериодически коррелиро-
ванными [1, 2]. Для вращательных узлов эле-
менты множества M показателей Фурье можно 
найти на основе их конструктивных данных, а 
элементы соответствующего базиса определяют 
как основные частоты возмущения. 

Как отмечено ранее, вероятностные харак-
теристики ПКСП и почти ПКСП хорошо при-
спосабливаются для идентификации характера 
изменений гармонических составляющих сиг-
налов вибраций вращающихся механизмов. 
Для выявления стохастической модуляции и 
идентификации типа возможного дефекта на 
начальном этапе исследований достаточно ис-
пользовать диагностические параметры, опи-
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сывающие периодическую нестационарность 
первого и второго порядков. Для определения 
мер этой нестационарности избраны коэффи-
циенты Фурье m k математического ожидания 
m(t) и B k(u) корреляционной функции b(t, u). 
Эти коэффициенты описывают свойства сто-
хастической модуляции гармоник вибрации. 
Поэтому введем в рассмотрение простые диаг-
ностические признаки периодической неста-
ционарности первого и второго порядков: 
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где N1 и N2 – число гармонических составляю-
щих, принятых во внимание в Фурье-разложе-
нии математического ожидания и корреляци-
онной функции. Первая величина I1 определя-
ется отношением мощности детерминирован-
ных изменений вибрации к средней мощности 
его флуктуационных изменений, а вторая I2 – 
отношением колебательной мощности флук-
туаций к их колебательной средней мощности. 
Введенные признаки периодической коррели-
рованности имеют свойства меры. Они моно-
тонно растут при увеличении мощности колеб-
лющихся регулярных и флуктуационных изме-
нений вибрации. В случае стационарного про-
цесса, когда m k  0 и B k  0 для всех k  0, диаг-
ностические параметры I1 и I2 равны нулю. 

Очевидно, что дефекты механизмов также 
могут сказываться на характере затухания кор-
реляционных связей модулирующих стохасти-
ческих процессов. Для отображения этого эф-
фекта могут быть выбраны параметры 
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которые называют мерами периодической кор- 
релированности. Для стационарного случая 
также имеем ( )

3 0kI  . 
Подобные свойства вибрации, но уже в час-

тотной области, описывает так называемая 
функция спектральной когерентности 
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Нормирование спектральных компонентов 
высших порядков дает возможность подчерк-
нуть связь между энергетически слабыми ком-
понентами от незначительных дефектов на фо-
не компонентов, которые не имеют отношения 
к идентификации дефекта, однако имеют су-
щественно большую мощность. 

Целесообразно также использование функци-
онала 
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однако его определение требует большого объе-
ма вычислений. 

Для выявления определенного типа дефек-
тов достаточно эффективны признаки, сформи-
рованные на основе корреляционных и спек-
тральных характеристик стационарных компо-
нентов ПКСП-модели вибросигналов, в том 
числе нормированные взаимокорреляционные 
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Функция (11) инвариантна относительно ли-
нейных преобразований. Поскольку появление 
дефектов сопровождается нелинейными эффек-
тами, то ее целесообразно использовать при раз-
делении источников дефектов, а ее частотные 
зависимости – при установлении их типов. 

Оценка корреляционных и спектральных 
характеристик периодически коррелирован-
ных случайных процессов 

Задачи отбора сигналов вибрации, их стати-
стического анализа, оценки достоверности ре-
зультатов статистической обработки, форми-

рования диагностических признаков решаются 
с помощью созданных информационно-изме-
рительных систем с использованием разрабо-

танного программного продукта Vibro Analyzer 
(рисунок). Теоретической основой для обосно-
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вания алгоритмов обработки стали оригиналь-
ные результаты в области теории и анализа сто-

хастических колебаний [10, 11, 15–19], в том чис-
ле и выявления скрытых периодичностей [11].  
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Для оценки вероятностных характеристик 
ПКСП могут быть использованы методы коге-
рентный [12] и компонентный [15], метод наи-
меньших квадратов [16], методы линейной гре-
бенчатой [17], полосовой [18] и фильтрацион-
ные методы. 

Когерентный метод заключается в усредне-
нии отсчетов сигналов, отобранных через пе-
риод T  
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Компонентные оценки имеют вид тригоно-
метрических полиномов 
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где , 1, 2iN i   – номера наивысших гармоник. 
Коэффициенты полиномов ˆ km  и  ˆ

kB u  опре-
деляются на основе статистик 
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где  – длина отрезка реализации. Компонент-
ные оценки формируются на основе априор-
ных данных о числе гармонических составля-
ющих, что содержит ряд Фурье для каждой вы-
числяемой вероятностной характеристики. Они 
более эффективны, чем когерентные, особенно 
при условии быстрого затухания корреляцион-
ных связей с увеличением сдвига u. Данные о 
числе гармоник, которые нужно учитывать в 
соотношениях (13), могут быть получены по 
результатам обработки экспериментальных дан-
ных когерентным методом. 

Оценки наименьших квадратов находят, ми-
нимизируя функционалы 
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Для таких оценок при всех значениях  от-
сутствует эффект просачивания. При  = NT, N – 
натуральное число, классы оценок наименьших 
квадратов и компонентных оценок совпадают. 

Для вычисления оценок спектральных ха-
рактеристик может быть использован коррело-
граммный метод Блэкмана–Тьюки [20, 21]. Для 
этого выбирают точку усечения коррелограм-
мы и соответствующее сглаживающее окно 
k (u). Тогда оценки мгновенной спектральной 
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плотности f (, t) и спектральных компонентов 
f k ()находят по формулам: 
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Где k (–u) = k(u), k (0) = 1, k (u)  0, при mu u . 
Выбор параметров обработки реальных сигна-
лов , um осуществляется на основе статисти-
ческих характеристик оценок (4) – (12) и ана-
литически полученных критериях качества. 

Для выделения модулирующих стационар-
ных компонентов сигналов разработаны два 
метода. Первый из них заключается в частот-
ном сдвиге сигнала на величину –k0  и даль-
нейшей низкочастотной фильтрации, а именно 
использовании преобразования 
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k t h t e d
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где h()– импульсный отклик низкочастотного 
фильтра 
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Во втором методе с помощью полосовой 
фильтрации выделяются составляющие, спек-
тры которых сосредоточены в диапазонах 

0 0
0 0,

2 2
k k             

, а дальше с использо-

ванием преобразования Гильберта находятся 
их огибающие. Такие преобразования сигналов 
дают возможность провести анализ вероятно-
стных характеристик как самих огибающих 
основных гармоник ПКСП, так и их взаимо-
корреляционных и взаимоспектральных харак-
теристик. 

Приведенные методы корреляционно-спек-
трального анализа ПКСП требуют предвари-
тельного знания периода T. Часто основные 
периоды возбуждения механической системы, 
например, могут быть вычислены на основе их 
кинематических схем при условии, что извес-
тен период вращения вала двигателя, приво-

дящего в действие машину. Однако вычислен-
ные таким образом величины имеют недоста-
точную точность и в реальных ситуациях мо-
гут меняться, поэтому для эффективного при-
менения ПКСП-подхода величины периодов 
следует находить на основе полученной реали-
зации сигнала. Определение периода T и иссле-
дования на основе ПКСП-модели структуры сто-
хастических колебаний можно рассматривать 
как развитие известной проблемы выделения 
скрытых периодичностей. Поскольку свойства 
скрытых периодичностей не всегда проявляют-
ся в пиковых значениях спектральной плотно-
сти стационарного приближения, то для оцен-
ки периода были разработаны специальные ме-
тоды, основанные на выявлении периодиче-
ских временных изменений вероятностных ха-
рактеристик [22]. Для этого были применены 
функционалы, имеющие вид оценок (12) – (15) 
с той разницей, что вместо истинного значения 
периода T была использована некоторая проб-
ная величина . Оценки периода T тогда нахо-
дятся как точки экстремальных значений таких 
функционалов. Например, компонентные оцен-
ки периода находят на основе экстремальных 
значений функционалов 
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Определенные таким методом оценки пе-
риода имеют большую точность, а именно их 
смещение имеет порядок O(–2), а дисперсия – 
O(–3). 

Когерентный и компонентный методы могут 
быть применены также при оценке вероятност-
ных характеристик обобщений ПКСП. Однако в 
этих случаях проявляется та особенность, что 
полные оценки в общем случае могут быть по-
лучены только компонентным методом. Коге-
рентное усреднение будет давать полную оценку 
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только в том случае, когда отбор данных прово-
дится через наибольший период, содержащий 
целое число других [23], иначе будем получать 
только оценки характеристик аддитивных со-
ставляющих того или иного периода. Следует 
отметить также, что при компонентной оценке 
отдельные гармонические составляющие могут 
быть разделены только в асимптотике, а при ко-
нечной длине реализации и близких периодах 
базисных гармоник существенной по величине 
может быть погрешность, обусловленная эффек-
том просачивания. Избежать этого эффекта мож-
но применив для оценки характеристик метод 
наименьших квадратов (МНК) [24]. Исходя из 
этого, МНК можно считать основным при стати-
стическом анализе почти ПКСП. Этот метод 
также эффективен при статистическом анализе 
почти ПКСП с неизвестными априори частотами 
базисных гармоник. 

Заключение. На основе развитых методов 
спектрально-корреляционного анализа ПКСП и 
их обобщений с использованием созданных ин-
формационно-измерительных систем был про-
веден целый ряд вибродиагностических иссле-
дований состояния механических объектов на 
предприятиях Украины, результаты которых по-
казали эффективность такого подхода при выяв-
лении дефектов механизмов на стадиях зарож-
дения и при дальнейшем анализе их развития. 
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The Stochastic Models of the Vibration Signals and Their Analysis for the Mechanical Systems State  
Estimation 
Keyword: periodically correlated random process, vibration diagnosis, mathematical model of vibration signal, information-measuring 
system, spectral and correlation analysis 

Introduction. Faults detection and estimation of its stage is possible only on the base of the detail analysis of the vibra-
tion signal structure and its relation with kinematic and dynamic mechanisms. Description of such structure is possible only 
using the adequate mathematical models of vibration signals that contain necessary signals’ features needed for estimation of 
the mechanical system state. Recurrence and stochasticity are the features of the vibration oscillations. The faults appearance 
causes non-linearity of mechanical system and the interaction of these signal’s components. The character of such interaction 
contains those properties of vibrations that are necessary for the mechanism state estimation. Periodically and almost periodi-
cally non-stationary random processes are adequate models for the description and analysis of such interaction. 

Purpose. The purpose of the given paper is to propose a new approach for analysis of the vibration signal that allows one 
to detect the mechanical systems faults on the early stages of their initiation and to prevent accidents. 

Results. Properties of the correlation and spectral characteristics of periodically correlated random processes and their 
generalizations – quantities that are suitable for the description of mechanical systems' rotary units state and the detection of 
their faults, are described. The methods for estimation of probabilistic characteristics of the first and the second order on the 
base of experimental data at known and unknown period of non-stationarity are considered. Advantages and disadvantages of 
the estimators using the coherent, component methods and least squares methods are shown. Parameters that affect on the 
estimation accuracy are given. Definition of the aliasing effect is given and its influence on characteristics estimators is inves-
tigated. Methodology for vibration signals processing is proposed. 

Conclusions. On the base of the developed methods of spectral and correlation analysis of PCRP and their generalizations 
with uses of created information-measuring system the series of vibrodiagnostic investigations of mechanisms state on the 
factories in Ukraine are provided. Obtained results showed the high efficiency of the proposed approach for detection of the 
faults on the early stages of their initiation and its further growing. 
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