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Применения (опыт разработки и внедрения информационных 
технологий) 

УДК 519.6 

О.М. Литвин, В.В. Драгун 
Метод пошуку першого наближення для розв’язання задачі шахтної сейсмічної  
томографії в неоднорідному середовищі 

Предложен новый метод поиска первого приближения при исследовании внутренней структуры прямоугольного тела по вре-
мени прихода сейсмической волны от источников к приемникам. Проведен вычислительный эксперимент. 
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Запропоновано новий метод пошуку першого наближення при дослідженні внутрішньої структури прямокутного тіла за часом 
приходу сейсмічної хвилі від джерел до приймачів. Проведено обчислювальний експеримент. 
Ключові слова: сейсмічна томографія, перше наближення. 
 

Вступ. Сейсмічна томографія – один з актуа-
льних напрямів сучасної геофізики – ґрунтуєть-
ся на побудові зображень об'єкту шляхом до-
слідження траєкторій розповсюдження сейс-
мічних сигналів [1, 3–8]. 

Шахтні сейсморозвідувальні роботи, спря-
мовані на прогноз і дослідження геологічних 
порушень вугільного пласта, виконуються з 
використанням трьох основних методів: мето-
ду відбитих хвиль, сейсмічного просвічування 
і сейсмічної локації попереду вибою [1, 3–8]. 
Сутність цих методів в цілому полягає у збу-
дженні і реєстрації пружних коливань в межах 
вугільного пласта, виділенні і аналізі динаміч-
них і кінематичних параметрів хвиль різних 
типів. 

Огляд літературних джерел 
Основні положення теорії сейсмографії ви-

кладено в працях [1, 3–15]. 
Першою узагальненою роботою щодо засто-

сування шахтної сейсморозвідки для прогнозу 
гірничо-геологічних ускладнень при розробці 
вугільних пластів за конкретних умов, типових 
для вугільних басейнів України, є монографія 
[1]. 

На прикладі ділянки, підготовлюваної до 
відпрацювання лави шахти, дано аналіз особ-
ливостей проведення шахтних сейсмоакустич-

них експериментів в умовах потужних пластів 
Карагандинського вугільного басейну, його ко-
ротку геологічну характеристику і безпосеред-
ньо ділянки досліджень [10]. 

Сейсмічна і амплітудна томографія досліджу-
ється у [11]. Також пропонується для опису 
аномалії використовувати обробку хвильових 
пакетів, відбитих від розташованого за нею 
різкого акустичного кордону. 

Узагальнені результати сейсмічних дослі-
джень в шахтах Кузбасу за технологією про-
свічування вугільних пластів з використанням 
автономних станцій реєстрації сейсмічних да-
них містяться у [12]. 

Вирази для швидкості інтерференційних 
хвиль Лява та Релея в дискретно-шаруватій 
моделі середовища вперше подано в [13, 14]; 
запропонований метод отримав назву метод 
Томсона-Хаскелла. 

Модель n-шарового напівпростору – пруж-
ної системи, що складається з довільного чис-
ла плоскопаралельних шарів і напівпростору, 
заповнених однорідним ізотропним середови-
щем розглянуто в [9]. 

Основи запропонованого автором принци-
пово нового методу розв’язання динамічної 
оберненої задачі сейсміки – дифракційного пе-
ретворення сейсмічних записів у зображення 
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середовища, здійснюваного, як і в оптичній 
голографії методом відновлення хвильового 
поля для гармонійного і нестаціонарного ви-
промінювання на базі модифікованого дифра-
кційного інтеграла Кірхгофа викладено у [8]. 

Новий метод розв’язання плоскої задачі ра-
донівської комп’ютерної томографії запропо-
новано у [16]. В основу методу покладено ори-
гінальні формули обчислення коефіцієнтів Фур’є 
функцій двох змінних за допомогою проекцій 
вздовж деякої системи ліній, що перетинають 
об’єкт дослідження (рис. 1). Особливістю да-
ного методу є заміна тригонометричних функ-
цій кусково-сталими сплайнами найкращого 
рівномірного наближення. 

 
Рис. 1. Схема розташування ліній 

Суть методу полягає у математичному мо-
делюванні структури тіла у вигляді скінченної 
суми ряду Фур’є 
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Фур’є невідомої функції f(x, y), що описує 
структуру тіла, яку пропонується обчислюва-
ти за допомогою часу пробігу сейсмічних 
хвиль від системи джерел до системи прийма-

чів. Формулі для їх обчислення, які викорис-
товуються в даній роботі для випадку, коли 
відомі не проекції, а часи прибуття, наведено 
у [16, 17]. 

Метод, представлений у [16], був розвину-
тий в дисертаційній роботі [17], де розглянуто 
проблему розробки і дослідження чисельної 
реалізації та нового методу розв’язання плос-
кої задачі комп’ютерної томографії, запропо-
нованого в [16]. 

Як результат, автором [17] було запропоно-
вано і досліджено оригінальний метод розв’я-
зання плоскої задачі комп’ютерної томографії 
з використанням вейвлетів Хаара, який засто-
совує оригінальну схему сканування, яка виті-
кає з [16], відмінну від в діючих в комп’ю-
терних томографах схем сканування. 

Основні твердження 
В даній роботі будемо вважати, що невідома 

функція f (x, y) є повільністю W(x, y), тобто 
функцією, яка в кожній точці (х, у) є величи-
ною оберненою до швидкості V(x, y): 
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При обчисленні коефіцієнтів Фур’є ,k lCF   
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( , ) i kx lyf x y e dxdy      за допомогою проек-

цій, методом, описаним у [16, 17] справедливі 
рівності: 
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де k = 0, l > 0. 
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При k < 0, l < 0 маємо 0,0, kk CFCF  ; 

ll CFCF ,0,0  , i i       . 

Для k ≥ 1, l ≥ 1: 
1. При k ≥ l:  
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2. При k < l:  
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3. При k ≥ l ≥ 1: 
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Для значень k, l, що задовольняють умови k, 
l ≤ –1 виконується рівність: 
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, ,k l k lCF CF   ; , ,k l k lCF CF  , i i        

Доведення цих формул – у [17]. 
Важливою характеристикою інтегралів ω1(v), 

ω2(v), ω3(v) та подібних до них, є те, що вони 
вважаються відомими лише для дискретної 
кількості значень змінної v. 

Функції Fµ, Gµ,  , ωµ, µ = 1, 2, 3 є проекці-
ями, отриманими інтегруванням функції f(x, y) 
вздовж прямих, що перетинають квадрат [0, 1]2 
і проходять паралельно прямим kx + ly = t. 

Далі подано явні вирази для наближеного об-
числення коефіцієнтів Фур’є запропонованим у 
даній роботі методом заміни функцій Fµ, Gµ, 

 , ωµ, скінченними сумами вейвлетів Хаара. 
Для наближеного обчислення коефіцієнтів 

Фур’є з використанням вейвлетів Хаара шля-
хом дискретного набору проекцій маємо фор-
мули 
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В реальних умовах в шахтній сейсмічній 
томографії, на відміну від комп’ютерної томо-
графії, промені лише в окремих випадках є 
прямими лініями, що обмежує використання 
методу, описаного в [16, 17]. При більш точ-
ному наближенні можна розглянути нев'язку 
часів прибуття променя [15], 

    ,
L

T p u x ds    , (2) 

де 0T T T    і 0u u u   . Опорні часи про-
бігу    

0

0 0,
L

T p u x ds    обчислюються для 

променів, відповідних повільності опорної мо-
делі u0(x), і при інтерпретації нев'язок (2) про-

мені вважаються прямолінійними, тобто мож-
на використовувати метод, описаний у [16, 17], 
в якому для обчислення коефіцієнтів Фур’є 
функції від двох змінних використані явні фо-
рмули, для підстановки в них значень базових 
проекцій, аналог кубатурної формули на той 
випадок, коли експериментальні дані про фун-
кцію f(x, y) задаються не значеннями, а проек-
ціями вздовж заданої системи прямих. 

Припустимо, що маємо якесь прямокутне ті-
ло. Шляхом заміни змінних приведемо тіло до 
квадратного [0,1]  [0,1], на сторонах якого роз-
ташуємо джерела та приймачі сейсмічного сиг-
налу; приклад одного з варіантів такого розта-
шування показано на рис. 1. В результаті отри-
маємо час прибуття сейсмічної хвилі від кожно-
го джерела до кожного приймача. Знаючи коор-
динати точок, в яких розміщено джерела і детек-
тори, з урахуванням часів прибуття сейсмічного 
сигналу від джерел до приймачів, можемо об-
числити повільність розповсюдження сейсміч-
ного сигналу вздовж прямої, яка з'єднує дже-
рело з приймачем (див. рис. 1). 

Знаючи координати точок, в яких розміщені 
джерела і приймачі, знаючи часи прибуття 
сейсмічного сигналу від джерел до приймачів, 
можна розв'язати дану задачу методом розв’я-
зання плоскої задачі радонівської комп'ютер-
ної томографії [15]. 

Тоді в формулі 
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V – швидкість розповсюдження сейсмічного 
сигналу в координаті (х, у), а невідома функція 
f(x, y) є функцією повільності розповсюдження 
хвилі в кожній точці від джерела сейсмічного 
сигналу до приймача. 

Підрахувавши суму Фур'є, отримаємо F (x, y), 
що є наближеним значенням функції ( , )f x y   

1( , )
( , )

W x y
V x y

  . 

Якщо періодична неперервна функція f(x) 
має неперервні похідні до (k – 1)-го порядку 
включно, а похідна k-го порядку є функцією, 
що задовольняє умови Діріхле, то коефіцієнти 
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Фур’є an, bn функції f(x) будуть порядку не ни-

жче 1
1
kn

, тобто матимуть оцінку 

1 kn n
Qa , 1 kn n

Qb , 

де Q – деяке позитивне число, 

 1 cosna f x nx dx





   і  1 sinnb f x nx dx






   

[17]. 
При k ≥ 1 ряд Фур’є функції f(x) буде рівно-

мірно збіжним. Оскільки коефіцієнти an, bn за-

довольняють нерівність 1 kn n
Qa , 1 kn n

Qb , 

а загальний член ряду матиме оцінку 

2
2coscos
n
Qnxbnxa nn  , 

отримаємо абсолютну і рівномірну збіжність 

ряду, оскільки ряд 


1
2

1
n n

 є збіжним. 

Ці твердження відповідно переносяться на 
випадок диференційованих функцій двох змін-
них f (x, y). Якщо наближувана функція має роз-
риви першого роду, то, як відомо, ряди Фур’є 
не збігаються до таких функцій в точках ліній 
розриву (явище Гіббса). В цьому випадку, як 
правило, використовуються суми Фейера. 

Теорема 1. Для мінімізації числа проекцій, 
які використовуються при наближеному обчи-
сленні коефіцієнтів Фур'є за наведеними рані-
ше формулами, треба, щоб їх кількість М була 
пов'язана з порядком суми Фур'є формулою 

2
R

NM  . 
Доведення. Згідно з поданим твердженням, 

при оцінці збіжності сум Фур'є функції f(x,y), 
які є періодичними та мають неперервні похід-
ні R-го порядку і не перевищують М, похибка 

наближення цієї функції сумою Фур’є, має 

оцінку 1 1R

MΟ
N 

    
 

. 

Приклад 1.      YySXxSyxf ,,,   є не-
перервною та періодичною,  

 1;5,0;25,0;0X   1;75,0;3,0;0Y  
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2 1
1 2
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3
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Вхідні дані та результат тестової задачі для 
значення N (порядок суми Фур'є), рівного чо-
тирьом, і кількості джерел та приймачів по 10 
на кожній стороні показано на рис. 2. 

Результати розв’язку задачі для різного по-
рядку суми Фур'є (N), представлено у табл. 1. 

 
а                    б                  в 

Рис. 2. Результати: а – вхідні данні; б – результати обчислень 
за допомогою сум Фур’є; в – результати обчислень ме-
тодом, описаним в [16, 17] 

Приклад 2.      YySXxSyxf ,,,   є не-
перервною, періодичною та один раз диферен-
ційованою, 

 1;5,0;25,0;0X   1;75,0;3,0;0Y  

Т а б л и ц я  1.  Результати розв’язку прикладу 1 для різних N 

Абсолютна похибка Порядок 
суми Фур'є 

Кількість 
джерел та 
приймачів 

значень, обчислених за 
допомогою суми Фур’є 

значень, обчислених методом, 
описаним в [16, 17] 

точних коефіцієнтів Фур’є та коефіцієнтів, 
обчислених методом, описаним в [16, 17] 

4 10, 10 0,22 0,22 9,582·10–3 
4 20, 20 0,22 0,237 3,108·10–3 
8 10, 10 0,115 0,262 0,023 
8 20, 20 0,115 0,149 3,108·10–3 
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Вхідні дані та результат тестової задачі для 
значення N (порядок суми Фур'є), рівні чоти-
рьом, кількості джерел та приймачів по 10 на 
кожній стороні, показано на рис. 3. 

Результати розв’язку задачі для різного N 
представлено у табл. 2. 

 
а                    б                  в 

Рис. 3. Результати: а –  вхідні данні; б – результати обчислень 
за допомогою сум Фур’є; в – результати обчислень ме-
тодом, описаним в [16, 17] 

Висновок. Отже, в роботі запропоновано ви-
користовувати метод, описаний в роботах [16, 
17] для знаходження першого наближення при 
розв’язанні задачі шахтної сейсмічної томогра-
фії. Основною перевагою цього методу порівня-
но з відомими, описаними в [2], є явні формули 
для обчислення коефіцієнтів Фур'є за допомогою 
проекцій паралельних прямим kx + ly = t, зручні 
для обчислень за допомогою систем комп'ютер-
ної математики (MathCAD, MatLab тощо). 

Приклади підтверджують ефективність за-
пропонованого методу. Їх аналіз дозволяє зроби-
ти висновок, що метод може бути використаний 
за невеликої кількості джерел і приймачів, що 
важливо з практичної точки зору. Приклад, для 
якого функція є неперервною, періодичною та 
один раз диференційованою, має меншу похиб-

ку, ніж перший приклад. Для першого прикладу, 
при обчисленні коефіцієнтів Фур’є з параметра-
ми N = 4, а кількість джерел та приймачів для 
кожної з сторін дорівнює 10, максимальну похи-
бку отримано для коефіцієнтів С-3,0 та С3,0. В да-
ній статті запропоновано новий спосіб дослі-
дження внутрішньої структури прямокутного ті-
ла за часом приходу сейсмічної хвилі від кон-
кретного джерела системи джерел до кожного 
приймача системи приймачів. Унікальність ме-
тоду полягає у тому, що не потрібно розв'язува-
ти системи рівнянь, як у класичному методі обе-
рнених часів прибуття [3]. 

Метод дозволяє точно відновити структуру 
у вигляді тригонометричного полінома степеня 
N за кожною змінною х, у в тому випадку, коли 
цю структуру описано вказаним тригономет-
ричним поліномом. 
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 Т а б л и ц я  2. Результати розв’язку прикладу 2, для різних N. 
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суми 
Фур'є 

Кількість  
джерел та  
приймачів 

значень, обчислених  
за допомогою суми Фур’є 

значень, обчислених методом,
описаним в [16, 17] 

точних коефіцієнтів Фур’є та коефіцієнтів, 
обчислених методом, описаним в [16, 17]

4 10, 10 0,002 0,004 3,661·10–4 
4 20, 20 0,002 0,003 8,994·10–5 
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8 20, 20 ≈0 0,001 8,994·10–5 
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Метод нахождения первого приближения для решения задачи шахтной сейсмической томографии  
в неоднородной среде 

Введение. Сейсмическая томография – одно из актуаль-
ных направлений современной геофизики, основанное 
на построении изображений объекта путем исследова-
ния траекторий распространения сейсмических сигна-
лов [1–3, 8]. 

Шахтные сейсморазведочные работы, направленные 
на прогноз и исследование геологических нарушений 
угольного пласта, выполняются с использованием трех 
основных методов: отраженных волн, сейсмического 
просвечивания и сейсмической локации впереди забоя 
[1–3, 8]. Сущность методов сейсморазведки в целом за-
ключается в возбуждении и регистрации упругих коле-
баний в пределах угольного пласта, в выделении и ана-
лизе динамических и кинематических параметров волн 
разных типов. 

Обзор литературных источников 
Основные утверждения теории сейсмографии изло-

жены в работах [1–3, 15]. 
Монография [1] – первая обобщающая работа по 

применению шахтной сейсморазведки для прогноза 
горно-геологических осложнений при разработке уголь-
ных пластов в конкретных условиях, типичных для 
угольных бассейнов Украины. 

На примере участка готовящейся к отработке лавы 
шахты дан анализ особенностей проведения шахтных 
сейсмоакустических экспериментов в условиях мощных 
пластов Карагандинского угольного бассейна, его ко-
роткая геологическая характеристика и характеристика 
непосредственно участка исследований [10]. 

Сейсмическая и амплитудная томография исследует-
ся в [11]. Предлагается также для описания аномалии 

использовать обработку волновых пакетов, отраженных 
от расположенной за ней резкой акустической границы. 

Обобщенные результаты сейсмических исследова-
ний в шахтах Кузбасса по технологии просвечивания 
угольных пластов с использованием автономных стан-
ций регистрации сейсмических данных содержатся в [12]. 

Выражения для скорости интерференционных волн 
Лява и Рэлея в дискретно-слоистой модели среды впер-
вые данные в [13, 14], предложенный метод получил 
название метод Томсона–Хаскелла. 

Модель n-слоистого полупространства – упругой си-
стемы, состоящей из произвольного числа плоскопарал-
лельных слоев и полупространства, заполненных одно-
родной изотропной средой, рассмотрена в [9]. 

Основы предложенного авторами принципиально 
нового метода решения динамической обратной задачи 
сейсмики – дифракционного преобразования сейсмиче-
ских записей в изображение среды, осуществляемого, 
как и в оптической голографии, методом восстановле-
ния волнового поля для гармоничного и нестационарно-
го излучения на базе модифицированного дифракцион-
ного интеграла Кирхгофа, изложены в [8]. 

Новый метод решения плоской задачи радоновской 
компьютерной томографии предложен в [16]. В основу 
метода положены оригинальные формулы вычисления 
коэффициентов Фурье функций двух переменных с по-
мощью проекций вдоль некоторой системы линий, пе-
ресекающие объект исследования (рис. 1). Существен-
ная особенность метода – замена тригонометрических 
функций кусочно-постоянными сплайнами наилучшего 
равномерного приближения. 
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Рис. 1. Схема расположения линий 

Суть метода заключается в математическом модели-
ровании структуры тела в виде конечной суммы ряда 
Фурье 

    2
,,

N N
i kx ly

k l
k N l N

F x y C e  

 

    (1) 

где 
1 1

2 ( )

0 0

( , ) i kx ly
klC f x y e dxdy     – коэффициенты Фурье 

неизвестной функции f (x, y), описывающей структуру 
тела, которую предлагается вычислять с помощью вре-
мени пробега сейсмических волн от системы источни-
ков в систему приемников. Формулы для их вычисле-
ния, используемые в данной работе для случая, когда 
известны не проекции, а времена прибытия приведены в 
[16, 17]. 

Метод, представленный в [16], был развит в диссер-
тационной работе [17], где рассматривается проблема 
разработки и исследования численной реализации и но-
вого метода решения плоской задачи компьютерной то-
мографии, предложенного в [16]. 

Как результат, автором работы [17] был предложен и 
исследован оригинальный метод решения плоской зада-
чи компьютерной томографии с помощью вэйвлетов 
Хаара, который использует оригинальную схему скани-
рования, вытекающей из [16], отличную от действую-
щих в компьютерных томографах. 

Основные положения 
Будем считать, что неизвестная функция f (x, y) есть 

медлительностью W (x, y), т.е. функцией, которая в каж-
дой точке (x, y) – величина, обратная к скорости (x, y):  
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При вычислении коэффициентов Фурье ,k lCF 
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1

2
3 32 2

0

( )i l kzkI e G l kz dz
k l

   
  , 
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где       1 2 2 2 2( ) ,

k t
l

l t
k

kt lv lt kvG t f dv
k l k l



       , 

2 2
2 2 2 2 2( ) ,

k t
l

k l kt
l

kt lv lt kvG t f dv
k l k l

  

       , 

2 2

2 2
3 2 2 2 2( ) ,

k l lt
k

k l kt
l

kt lv lt kvG t f dv
k l k l

 

  

       . 

3. При k ≥ l ≥ 1: 

, 1 2 3k lCF I I I    ,     
1

2
1 12 2

0

i z llI z l e dz
k l

    
  , 

    
1

2
2 22 2

0

i z k lk lI z k l e dz
k l

  
  

  , 

 
1

2
3 32 2

0

( ) i k l zllI k l zl e dz
k l

      
  , 

где     

2 2

1 2 2 2 2, ,

k l lv
k

kv
l

kv lt kt lvv f dt
k l k l

 



       
 

 

2 2

2 2 2 2 2, ,

k l lv
k

lv
k

kv lt kt lvv f dt
k l k l

 

       
 

 

 

2 2

3 2 2 2 2,

k l lv
l

lv
k

kv lt kt lvv f dt
k l k l

 

        . 

4. При 1 ≤ k < l: 

, 1 2 3k lCF I I I    , 
1

2 ( )
1 12 2

0

( )i kz lkI e kz l dz
k l

    
  ,  

     
1

2
2 22 2

0

i z k ll kI e z k l dz
k l

  
  

  ,  

1
2

3 32 2
0

( )i kzkI e kz dz
k l

  
  , 

где     

2 2

1 2 2 2 2,

k l lv
k

kv
l

kv lt kt lvv f dt
k l k l

 



        , 

 

2 2

2 2 2 2 2,

k l kv
l

kv
l

kv lt kt lvv f dt
k l k l

 



        , 

 

2 2

3 2 2 2 2,

k l kv
l

lv
k

kv lt kt lvv f dt
k l k l

 

        . 

Для значений k, l, удовлетворяющих условию k, l ≤ –1, 
выполняется равенство: 

, ,k l k lCF CF   ; , ,k l k lCF CF  , i i        
Доказательство этих формул – в [17]. 
Существенная особенность интегралов ω1(v), ω2(v), 

ω3(v) и им подобных, – то, что они считаются известны-
ми только для дискретного количества значений пере-
менной v. 

Функции Fμ, Gμ, , ωμ, μ = 1, 2, 3 – это проекции, 
полученные интегрированием функции f(x, y) вдоль 
прямых, пересекающих квадрат [0, 1]2 и параллельных 
прямым kx + ly = t. 

Далее приведены явные выражения для приближен-
ного вычисления коэффициентов Фурье предложенным 
в данной работе методом замены функций Fµ, Gµ,  , ωµ 
конечными суммами вэйвлетов Хаара. 

Для приближенного вычисления коэффициентов Фу-
рье с использованием вэйвлетов Хаара с помощью дис-
кретного набора проекций имеем формулы 

0,0 0,0,
1 1

1 11 2
M M

M p q
p q

CF CF
M M 

      , 

,0 ,0,
1

1 1
pM i

M
k k M p

p
CF CF e

M




   , 

0, 0, ,
1

1 2
qM i
M

l l M q
q

CF CF e
M





   , 

1 2 3, , , 1, , , 2, , , 3, , ,k l k l N k l N k l N k l NCF CF I I I    , k ≥ l ≥ 1, 

11
1

1

2
1 21

1, , , 12 2
0

1
2 2

li qNN i l
q q N

k l N
q

z zl eI F e
i lk l

 
  





 
         

 

  , 

   1 1F z F zl , 
1

q
qz
N

 , 

 
 22

1

2

2
1 21

2, , , 22 2
0

1
2 2

k li qNN i k lq q N
k l N

q

z zk l eI F e
i k lk l


 

   




 
           

 

  , 

    2 2F z F l z k l   , 
2

q
qz

N
 , 

33
3

3

2
1 2

1
3, , , 32 2

0

1
2 2

li qNN i l
q q N

k l N
q

z zl eI F e
i lk l

 
  





 
         

 

  , 

   3 3F z F k zl  , 
3

q
qz

N
 . 

1 2 3, , , 1, , , 2, , , 3, , ,k l k l N k l N k l N k l NCF CF I I I    , l > k ≥ 1, 

где 
11

1

1

2
1 21

1, , , 12 2
0

1
2 2

ki qNN i kq q N
k l N

q

z zk eI G e
i kk l

 
  





 
         

 

  , 
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   1 1G z G zk , 
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q
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2

2

2
1 21

2, , , 22 2
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1
2 2
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q q N

k l N
q
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1 21

3, , , 32 2
0

1
2 2

ki qNN i k
q q N

k l N
q

z zk eI G e
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  , 

   3 3G z G l kz  , 
3

q
qz

N
 . 

1 2 3, , , 1, , , 2, , , 3, , ,k l k l N k l N k l N k l NCF CF I I I     , k > l> 0, 

где  
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2 2
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q q N
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z zk l eI e
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1
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2 2
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q q N
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   3 3z k l zl     , 
3

q
qz

N
 . 

1 2 3, , , 1, , , 2, , , 3, , ,k l k l N k l N k l N k l NCF CF I I I     , l > k > 0, 
где,  
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q
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N
 . 

В реальных условиях шахтной сейсмической томо-
графии, в отличие от компьютерной томографии, лучи 
только в отдельных случаях есть прямыми линиями, что 
ограничивает использование метода, описанного в рабо-
тах [16, 17]. При более точном приближении можно рас-
смотреть невязку времен прибытия луча [15] 
    ,

L

T p u x ds    , (2) 

где T = T0 + δT и u = u0 + δu. Опорные времена пробега 
   

0

0 0,
L

T p u x ds  
 

вычисляются для лучей, соответ-

ствующих медлительности опорной модели u0(x), и при 
интерпретации невязок (2) лучи считаются прямоли-
нейными, т.е. можно использовать метод, описанный в 
[16, 17]. 

Предположим, что имеется какое-то прямоугольное 
тело. Путем замены переменных приведем тело к квад-
рату [0,1][0,1], на сторонах которого расположим ис-
точники и приемники сейсмического сигнала, пример 
одного из вариантов такого расположения приведен на 
рис. 1. В результате получим время прибытия сейсмиче-
ской волны от каждого источника в каждый приемник. 
Зная координаты точек, в которых размещены источни-
ки и детекторы, с помощью времен прибытия сейсмиче-
ского сигнала от источников к приемникам, можно вы-
числить медлительность распространения сейсмическо-
го сигнала вдоль прямой, соединяющей источник с при-
емником (см. рис. 1) 

Зная координаты точек, где размещены источники и 
приемники, и время прибытия сейсмического сигнала от 
источников к приемникам, можно решить данную зада-
чу методом решения плоской задачи радоновской ком-
пьютерной томографии [16]. 

Тогда в формуле 

   2
,,

N N
i kx ly

k l
k N l N

F x y C e  

 

   , 1( , )
( , )

f x y
V x y

 , 

V – скорость распространения сейсмического сигнала 
в координате (x, y), а неизвестная функция f(x, y) есть 
функция медлительности распространения волны в 
каждой точке от источника сейсмического сигнала к 
приемнику. 

Подсчитав сумму Фурье, получим F(x, y) – приближен-

ное значение функции 1( , ) ( , )
( , )

f x y W x y
V x y

  . 

Если периодическая непрерывная функция f(x) имеет 
непрерывные производные до (k – 1)-го порядка вклю-
чительно, а производная k-го порядка является функци-
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ей, удовлетворяющей условиям Дирихле, то коэффици-

енты Фурье an, bn функции f (x) будут не ниже 1

1
kn  , т.е. 

будут иметь оценку 

1n k

Qa
n  , 1n k

Qb
n  , 

где Q – некоторое положительное число  an = 

 1 cosf x nx dx





   и  1 sinnb f x nx dx






   [17]. 

При k ≥ 1 ряд Фурье функции f(x) будет равномерно 
сходящимися. Поскольку коэффициенты an, bn удовле-
творяют неравенству 

1n k

Qa
n  , 1n k

Qb
n  , 

а общий член ряда будет иметь оценку 

2

2cos cosn n
Qa nx b nx

n
  , 

то получим абсолютную и равномерную сходимость 

ряда, так как ряд 2
1

1
n n




  – сходящийся. 

Эти утверждения соответствующим образом перено-
сятся на случай дифференцированных функций двух 
переменных f(x, y). Если функция, которая приближает-
ся, имеет разрывы первого рода, то, как известно, ряды 
Фурье не сходятся к таким функциям в точках линий 
разрыва (явление Гиббса). В этом случае обычно ис-
пользуются суммы Фейера. 

Теорема 1. Для минимизации числа проекций, ис-
пользуемых при приближенном вычислении коэффици-
ентов Фурье по приведенным выше формулам, надо 
чтобы их количество М было связано с порядком суммы 

Фурье такой формулой 2
R

M N . 
Доказательство. Согласно приведенным утверждени-

ям при оценке сходимости сумм Фурье функции f(x, y), 
которые являются периодическими и имеют непрерыв-
ные производные R-го порядка, не превышающие М, 
погрешность приближения этой функции суммой Фурье 

имеет оценку 1 1R

M
N 

    
 

 . 

Пример 1.      , , ,f x y S x X S y Y   – непрерыв-
ная и периодическая, 

 0; 0,25; 0,5;1X    0; 0,3; 0,75;1Y   
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Входные данные и результат тестовой задачи для 
значения N (порядок суммы Фурье), равного четырем, и 
количества источников и приемников по 10 на каждой 
стороне, показаны рис. 2. 

Результаты решения задачи для разного порядка 
суммы Фурье (N) представлены в табл. 1. 

 
а                  б                    в 

Рис. 2. Результаты: а – входные данные; б – результаты вы-
числений с помощью сумм Фурье; в – результаты вы-
числений методом, описанным в [16, 17] 

Пример 2.      , , ,f x y S x X S y Y   – непрерыв-
ная, периодическая и один раз дифференцированная, 

 0; 0,25; 0,5;1X    0; 0,3; 0,75;1Y   
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Входные данные и результат тестовой задачи для 
значения N (порядок суммы Фурье), равный четырем, 
количество источников и приемников по 10 на каждой 
стороне, показаны на рис. 3. 

 
а                   б                  в 

Рис. 3. Результаты: а – входные данные; б – результаты вы-
числений с помощью сумм Фурье; в – результаты вы-
числений методом, описанным в [16, 17] 

Результаты решения задачи для разного порядка 
суммы Фурье (N) представлены в табл. 2. 

Заключение. Итак, в данной статье предложен метод, 
описанный в [16, 17] для нахождения первого приближе-
ния при решении задачи шахтной сейсмической томогра-
фии. Основное преимущество этого метода в сравнении с 
известным методом, описанным в [2], явные формулы для 
вычисления коэффициентов Фурьє с помощью проекций, 
параллельных прямым kx + ly = t, удобным для вычисле-
ний с помощью систем компьютерной математики (Math-
CAD, MatLab и т.п). 
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Примеры подтверждают эффективность предложен-
ного метода; их анализ позволяет сделать вывод о том, 
что метод может быть использован при небольшом ко-
личестве источников и приемников, что важно с прак-
тической точки зрения. Пример, для которого функция 
непрерывна, периодическая и один раз дифференциро-
ванная имеет меньшую ошибку, чем первый пример. Для 
первого примера при вычислении коэффициентов Фурьє с 
параметрами N = 4, а количеством источников и приемни-
ков для каждой из сторон, равным 10, максимальная 
ошибка была получена для коэффициентов С-3,0 и С3,0. В 
данной статье предложен новый способ исследования 

внутренней структуры прямоугольного тела по времени 
прихода сейсмической волны от конкретного источника 
системы источников к каждому приемнику системы при-
емников. Уникальность метода состоит в том, что не тре-
буется решать системы уравнений, как в классическом 
методе обратных времен прибытия [3]. 

Предложенный метод позволяет точно восстановить 
структуру в виде тригонометрического полинома степе-
ни N по каждой переменной х, у в том случае, если эта 
структура описана указанным тригонометрическим по-
линомом. 

 
UDC 519.6 

O.N. Lytvyn, V.V. Drahun 

The Method Finding the First Approach to Solving the Problem of Mint Seismic Tomography  
in Heterogeneous Environment 
Keywords: mine seismic tomography, first approximation. 

Introduction. The mineral resources extraction can be observed worldwide. Since the error in determining the mineral re-
sources location may result the losses, it is obvious, that a necessity for the reliable methods search of the mineral resources 
exploration appears. 

Purpose of the research is to analyze the literature on mineral exploration, to study the method of finding a first approxi-
mation, to carry out computational experiments and to study new method of finding a first approximation to solve the mine 
seismic tomography problem. 

Methods: studying and generalization of advanced experience, literature analysis, method of algorithmization. 
The results and conclusions. A method of  the plane problem solving of mine seismic tomography is  presented. It is 

based on the solution in the form of finite sums of Fourier. The Fourier coefficients are calculated using the passage of the 
seismic waves known time from the sources to the seismometers. 

 

Т а б л и ц а  1. Результаты решения примера 1 для различных N 
Абсолютная погрешность Порядок 

суммы 
Фурье 

Количество 
источников  

и приемников 
значений, вычисленных  

с помощью суммы Фурье 
значений, вычисленных методом, 

описанным в [16, 17] 
точных коэффициентов Фурье и коэффициентов, 

вычисленных методом, описанным в [16, 17] 
4 10, 10 0,22 0,22 9,582·10–3 
4 20, 20 0,22 0,237 3,108·10–3 
8 10, 10 0,115 0,262 0,023 
8 20, 20 0,115 0,149 3,108·10–3 

Т а б л и ц а  2.  Результаты решения примера 2 для различных N 
Абсолютная погрешность Порядок 

суммы Фурье 

Количество 
источников  

и приемников 
значений, вычисленных  

с помощью суммы Фурье 
значений, вычисленных методом, 

описанным в [16, 17] 
точных коэффициентов Фурье и коэффициентов, 

вычисленных методом, описанным в [16, 17] 
4 10, 10 0,002 0,004 3,661·10–4 
4 20, 20 0,002 0,003 8,994·10–5 
8 10, 10 ≈0 0,005 3,661·10–4 
8 20, 20 ≈0 0,001 8,994·10–5 
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