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Âèçíà÷åíî ñóòí³ñòü ôðàêòàëà, âëàñòèâ³ñòü ôðàêòàëüíîñò³ ñèñòåì,
äîö³ëüí³ñòü çàñòîñóâàííÿ ôðàêòàëüíîãî àíàë³çó ïðè ìîäåëþâàíí³
ñîö³àëüíî-åêîíîì³÷íèõ ïðîöåñ³â. Çðîáëåíî âèñíîâîê, ùî äëÿ àíàë³çó
ñàìîïîä³áíîñò³ íåîáõ³äíèì º âèêîðèñòàííÿ ôðàêòàëüíîãî àíàë³çó,
â ðàìêàõ êîòðîãî âèêîðèñòîâóþòü ôîðìóëó Õåðñòà. Âñòàíîâëåíî,
ùî ôðàêòàëè çíàõîäÿòü ïðàêòè÷íå çàñòîñóâàííÿ ïðè äîñë³äæåíí³
ðîçâèòêó ñîö³àëüíèõ, âèðîáíè÷èõ ñèñòåì, ïðè ìîäåëþâàíí³ ÷àñîâèõ
ðÿä³â, ðèíêîâèõ ïðîöåñ³â. Âèçíà÷åíî, ùî íà ñüîãîäí³ ³ñíóº áàãàòî ð³çíèõ
ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ôðàêòàë³â (ìîäåëü Ìàíäåëüáðîòà, ìîäåëü
Äæóë³¿, êèëèì Ñåðï³íñüêîãî, êðèâà Êîõà òà ³í.). Â³äì³ííîþ
îñîáëèâ³ñòþ êîæíî¿ ç íèõ º òå, ùî â ¿õ îñíîâ³ ëåæèòü ïåâíà ðåêóðñèâíà
ôóíêö³ÿ. Çàïðîïîíîâàíî äëÿ ìîäåëþâàííÿ ôðàêòàë³â çàñòîñóâàòè
ìîâó ïðîãðàìóâàííÿ Python ç ïàêåòàìè NumPy, SciPy è MatPlotLib.
Python º ïðîñòîþ ³ â òîé ñàìèé ÷àñ ïîòóæíîþ ³íòåðïðåòîâàíîþ
îá’ºêòíî-îð³ºíòîâàíîþ ìîâîþ ïðîãðàìóâàííÿ. Âèêîðèñòàíî
êîìïëåêñíå ñåðåäîâèùå Enthought Canopy äëÿ àíàë³çó äàíèõ ³
â³çóàë³çàö³¿ ðåçóëüòàò³â ìîäåëþâàííÿ ìíîæèíè Äæóë³¿ ç ìîæëèâ³ñòþ
âèáîðó êîðèñòóâà÷åì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ïîë³íîìó òà ê³ëüêîñò³
³òåðàö³é íà ìîâ³ ïðîãðàìóâàííÿ Python.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: íåë³í³éí³ñòü, ôðàêòàë, ñàìîïîä³áí³ñòü, ìîâà ïðîãðàìóâàííÿ Python.

Ñó÷àñíà åêîíîì³÷íà òåîð³ÿ ïðîäåìîíñòðóâàëà íåïîâíîòó òðàäèö³éíèõ ë³í³éíèõ
ìîäåëåé àíàë³çó ïîâåä³íêè ðèíê³â. Ïðàêòèêà ïîêàçóº, ùî äèíàì³êà åêîíîì³÷íèõ
ïðîöåñ³â òà ÿâèù äîñèòü ÷àñòî ìàº íåë³í³éíèé òà â äåÿêèõ âèïàäêàõ õàîòè÷íèé
õàðàêòåð. Öå çóìîâëþº íåîáõ³äí³ñòü ïîøóêó àëüòåðíàòèâíèõ ìåòîä³â ìîäåëþâàííÿ
³ç çàñòîñóâàííÿì íåñòàíäàðòíîãî ìàòåìàòè÷íîãî àïàðàòó. Íà ñüîãîäí³ ³ñíóº äîñòàòíüî
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âåëèêà ê³ëüê³ñòü íàïðÿìê³â ó ö³é ñôåð³ åêîíîì³êî-ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ.
Ïðè àíàë³ç³ ñîö³àëüíî-åêîíîì³÷íèõ ïðîöåñ³â äîñèòü ÷àñòî çàñòîñîâóþòüñÿ òàê³
ìàòåìàòè÷í³ çàñîáè, ÿê íå÷³òê³ ìåòîäè, ãåíåòè÷í³ àëãîðèòìè òà ³í. Îäíàê ïðè àíàë³ç³
ðèíêîâî¿ äèíàì³êè í³ îäèí ç íàçâàíèõ ìåòîä³â íå äàº çìîãè âðàõóâàòè òàêó âëàñòèâ³ñòü
ðèíêó, ÿê ñàìîîðãàí³çàö³ÿ. Öþ ïðîáëåìó ó âèçíà÷åí³é ì³ð³ äîçâîëÿº âèð³øèòè
òåîð³ÿ ôðàêòàë³â, ðåàë³çàö³ÿ êîòðî¿ íà ïðàêòèö³ âèìàãàº çàñòîñóâàííÿ ñó÷àñíèõ
³íôîðìàö³éíèõ òåõíîëîã³é.

Çàñòîñóâàííÿ ôðàêòàëüíîãî àíàë³çó â åêîíîì³ö³ îïèñàíî â ðîáîòàõ òàêèõ
íàóêîâö³â: Â. Àðíîëüä, Ï. Áåðæå, Ê. Âèäàëü, Í. Äóáðîâ³íà, Ò. Êëåáàíîâà [1],
À. Ëèñåíêî, À. Ëîñêóòîâ, Á. Ìàíäåëüáðîò, Ð. Ìàíòåíü, Å. Ì³òÿêîâ [2],
Å. Ïåòåðñ [3], ². Ïîìî, Ò. Ðèæêîâà [4], Õ. Ñòåíë³, Í. ×óìà÷åíêî, Ã. Øóñòåð òà
³í. Ïðîòå íàóêîâöÿìè íåäîñòàòíüî âèñâ³òëåíå ïèòàííÿ çàñòîñóâàííÿ ñó÷àñíèõ
³íôîðìàö³éíèõ òåõíîëîã³é ïðè çä³éñíåíí³ ôðàêòàëüíîãî àíàë³çó.

Ìåòîþ ñòàòò³ º ñïðîáà äîñë³äèòè ìîæëèâîñò³ çàñòîñóâàííÿ òåîð³¿ ôðàêòàë³â
ïðè âèð³øåíí³ ñîö³àëüíî-åêîíîì³÷íèõ ïðîáëåì òà âèêîðèñòàííÿ ñó÷àñíèõ
³íôîðìàö³éíèõ òåõíîëîã³é äëÿ ¿¿ ðåàë³çàö³¿.

Ñàìå ïîíÿòòÿ ôðàêòàë, ÿêå çàïðîïîíîâàíå Á. Ìàíäåëüáðîòîì, ó íàéá³ëüø
çàãàëüíîìó çì³ñò³ îçíà÷àº íå ðåãóëÿðíó, àëå ñàìîïîä³áíó ñòðóêòóðó [1, ñ. 61].
Ôðàêòàë — äåÿêà ñàìîïîä³áí³ñòü, ó êîòð³é ìåíø³ ÷àñòèíè ñï³âñòàâëÿþòüñÿ ç ö³ëèì.
Âîíà ìàº ôðàêòàëüíó ðîçì³ðí³ñòü [3, ñ. 76]. ²íøèìè ñëîâàìè, öå — ìíîæèíà,
ï³äìíîæèíè òà åëåìåíòè ÿêî¿ ïîä³áí³ äî ñàìî¿ ìíîæèíè, àëå â ³íøîìó ìàñøòàá³,
ùî âèçíà÷àº âëàñòèâ³ñòü ìàñøòàáíî¿ ³íâàð³àíòíîñò³ ôðàêòàë³â.

Âëàñòèâ³ñòü ôðàêòàëüíîñò³ ñèñòåì ïðîÿâëÿºòüñÿ â òîìó, ùî öèêë ðîçâèòêó
ö³ë³ñíîñò³ ñèñòåìè ïðè çì³í³ ìàñøòàáó éîãî ðîçãëÿäó çàëèøàºòüñÿ ïîä³áíèì äî
ïî÷àòêîâîãî. Äðóãà âëàñòèâ³ñòü ôðàêòàë³â — ¿õ ³ºðàðõ³÷í³ñòü, òîáòî ìîæëèâ³ñòü
ïîâòîðþâàòèñÿ ó ð³çíèõ ìàñøòàáàõ ïðîñòîðó òà ÷àñó.

Ó ðåàëüíîìó ñâ³ò³ ÷èñòèõ, âïîðÿäêîâàíèõ ôðàêòàë³â, ÿê ïðàâèëî, íå ³ñíóº, ³
ìîæíà ãîâîðèòè ëèøå ïðî ôðàêòàëüí³ ÿâèùà. ¯õ íåîáõ³äíî ðîçãëÿäàòè ëèøå ÿê
ìîäåë³, êîòð³ íàáëèæåíî º ôðàêòàëàìè ó ñòàòèñòè÷íîìó çì³ñò³. Îäíàê äîáðå
ïîáóäîâàíà ñòàòèñòè÷íà ôðàêòàëüíà ìîäåëü äîçâîëÿº îòðèìàòè äîñòàòíüî òî÷í³ òà
àäåêâàòí³ ïðîãíîçè [5].

Òàêèì ÷èíîì, ìîæíà ñêàçàòè, ùî ôðàêòàëè ÿê ìîäåë³ çàñòîñîâóþòüñÿ ó òîìó
âèïàäêó, êîëè ðåàëüíèé îá’ºêò íå ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿä³ êëàñè÷íèõ ìîäåëåé.
² öå îçíà÷àº, ùî ìè ìàºìî ñïðàâó ç íåë³í³éíèìè çâ’ÿçêàìè òà íåäåòåðì³íîâàíîþ
ïðèðîäîþ äàíèõ. Íåë³í³éí³ñòü ó ñâ³òîãëÿäíîìó ñåíñ³ îçíà÷àº áàãàòîâàð³àíòí³ñòü
øëÿõ³â ðîçâèòêó, íàÿâí³ñòü âèáîðó ³ç àëüòåðíàòèâ øëÿõ³â òà âèçíà÷åíîãî òåìïó
åâîëþö³¿, à òàêîæ íåîáîðîòí³ñòü åâîëþö³éíèõ ïðîöåñ³â. Íåë³í³éí³ñòü ó ìàòåìàòè÷íîìó
çì³ñò³ îçíà÷àº âèçíà÷åíèé âèä ìàòåìàòè÷íèõ ð³âíÿíü (íåë³í³éí³ äèôåðåíö³éí³
ð³âíÿííÿ), ÿê³ ì³ñòÿòü øóêàí³ âåëè÷èíè â ñòóïåíÿõ, á³ëüøå îäèíèö³, àáî êîåô³ö³ºíòè,
ÿê³ çàëåæàòü â³ä âëàñòèâîñòåé ñåðåäîâèùà. Òîáòî êîëè ìè çàñòîñîâóºìî êëàñè÷í³
ìîäåë³ (íàïðèêëàä, òðåíäîâ³, ðåãðåñ³éí³ ³ ò.ä.), ìè ãîâîðèìî, ùî ìàéáóòíº îá’ºêòà
îäíîçíà÷íî äåòåðì³íîâàíå. ² ìè ìîæåìî ïåðåäáà÷èòè éîãî, çíàþ÷è ìèíóëå îá’ºêòà
(âèõ³äí³ äàí³ äëÿ ìîäåëþâàííÿ). À ôðàêòàëè çàñòîñîâóþòüñÿ ó òîìó âèïàäêó, êîëè
îá’ºêò ìàº äåê³ëüêà âàð³àíò³â ðîçâèòêó òà ñòàí ñèñòåìè âèçíà÷àºòüñÿ ïîëîæåííÿì,
ó êîòðîìó âîíà çíàõîäèòüñÿ íà öåé ìîìåíò. Òîáòî ìè íàìàãàºìîñÿ çìîäåëþâàòè
õàîòè÷íèé ðîçâèòîê, à çàñòîñóâàííÿ ôðàêòàë³â äîçâîëÿº ñïðîñòèòè ñêëàäí³ ïðîöåñè
òà îá’ºêòè, ùî äóæå âàæëèâî äëÿ ìîäåëþâàííÿ, òà äîçâîëÿº îïèñàòè íåñòàá³ëüí³
ñèñòåìè òà ïðîöåñè ³, íàéãîëîâí³øå, ïåðåäáà÷èòè ìàéáóòíº òàêèõ îá’ºêò³â [6].

Ôðàêòàëüíèé àíàë³ç øèðîêî âèêîðèñòîâóºòüñÿ â ïðèðîäíî-íàóêîâèõ
äèñöèïë³íàõ, òåõí³ö³, åêîíîì³ö³.

Îñîáëèâ³ñòþ ñîö³àëüíèõ ñèñòåì º òå, ùî ñòðóêòóðà ñóñï³ëüñòâà ÿê ö³ëîãî òà
ñòðóêòóðà ôðàãìåíòó öüîãî ö³ëîãî ³çîìîðôí³: ñîö³àëüíà ñèñòåìà ñêëàäàºòüñÿ ³ç
ïîä³áíèõ çà ñòðóêòóðîþ åëåìåíò³â òà ñàìà ìàº àíàëîã³÷íó áóäîâó, ìîæíà ãîâîðèòè
ïðî ôðàêòàëüíó ñòðóêòóðó ñîö³àëüíèõ ñèñòåì.
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Äîñë³äæåííÿ ïîêàçóþòü, ùî â áóäîâ³ òà ôóíêö³îíóâàíí³ ñîö³àëüíèõ ñèñòåì
ñïîñòåð³ãàºòüñÿ çàãàëüíîñèñòåìíà âëàñòèâ³ñòü ñàìîïîä³áíîñò³, òîáòî ñîö³àëüí³ ñèñòåìè
á³ëüø àáî ìåíø îäíàêîâî âëàøòîâàí³ â øèðîêîìó ä³àïàçîí³ ïðîñòîðîâèõ, ÷àñîâèõ
àáî ê³ëüê³ñíèõ ìàñøòàá³â, ùî îáóìîâëåíî äåÿêîþ ì³ðîþ ìàñøòàáíî¿ ñèìåòð³¿ â
ñîö³àëüíèõ ñèñòåìàõ. Òîìó ìàë³ ôðàãìåíòè ñîö³àëüíî¿ ñèñòåìè ìîæóòü áóòè ïîä³áí³
äî ö³ëî¿ ñèñòåìè. Ïðèêëàä: ðåïðåçåíòàòèâíà âèá³ðêà â îïèòóâàíí³ ñóñï³ëüíî¿ äóìêè,
çà äîïîìîãîþ ÿêî¿ ìîæíà äîâîë³ òî÷íî âèì³ðÿòè äåÿê³ õàðàêòåðèñòèêè ãåíåðàëüíî¿
ñóêóïíîñò³. Áàãàòî÷èñåëüí³ åìï³ðè÷í³ äîñë³äæåííÿ òàêîæ ïîêàçóþòü, ùî â ñîö³îëîã³¿
÷àñòî ñïîñòåð³ãàþòüñÿ ñïàäàþ÷³ ÷èñëîâ³ ïîñë³äîâíîñò³, ÿê³ íàáëèæåíî îïèñàí³
ãåîìåòðè÷íèìè ïðîãðåñ³ÿìè òà ñòåïåíåâîþ ôóíêö³ºþ, êîòð³ º ñàìîïîä³áíèìè [7,
ñ. 119].

Àíàë³ç óÿâëåíü ïðî ìåõàí³çìè ðîçâèòêó ñóñï³ëüíèõ, ñîö³àëüíèõ, ñîö³àëüíî-
åêîíîì³÷íèõ òà ñîö³àëüíî-òåõí³÷íèõ ñèñòåì äîçâîëÿº ä³éòè âèñíîâêó, ùî ðîçâèòîê
â îðãàí³çàö³ÿõ ïðîõîäèòü ÷åðåç êàñêàä ñàìîïîä³áíèõ ìàëèõ, ñåðåäí³õ òà âåëèêèõ
öèêë³â ³ííîâàö³éíèõ çì³í [8; 9; 10].

Âåëèêèìè öèêëàìè ìîæóòü âèñòóïàòè æèòòºâ³ öèêëè îðãàí³çàö³¿ çà
Ë. Ãðåéíåðîì òà Á. Ë³âåõóäåì, ñåðåäí³ìè — öèêëè çì³íè òåõíîëîã³é (íàïðèêëàä,
çà ². Àíñîôôîì), ìàëèìè — öèêëè çì³íè ïðîäóêò³â (òîâàð³â). Ïðè÷îìó òàê ñàìî,
ÿê ³ ó Í. Êîíäðàòüºâà, âåëèê³ öèêëè âèÿâëÿþòüñÿ ó òîìó æ ºäèíîìó ïðîöåñ³ äèíàì³êè
åêîíîì³÷íîãî ðîçâèòêó, â êîòðîìó âèÿâëÿþòüñÿ ³ ñåðåäí³ öèêëè ç ¿õ ôàçàìè ï³äéîìó,
êðèçè òà äåïðåñ³¿. Ñåðåäí³ öèêëè ðîçâèâàþòüñÿ ó ìåæàõ õâèëü âåëèêèõ öèêë³â.

Ðîçóì³ííÿ ôðàêòàëüíîñò³ â ðîçâèòêó âèðîáíè÷èõ ñèñòåì äîçâîëÿº ïðèïóñòèòè,
ùî äëÿ ðîçâèòêó ï³äïðèºìñòâà íåîáõ³äíà ³ííîâàö³ÿ, ÿêà çì³íþº ôðàêòàë ñèñòåìè.
Ôðàêòàë çàäàºòüñÿ ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (åëåìåíòè òà îáìåæåííÿ ñèñòåìè) òà
ïðàâèëîì ôóíêö³îíóâàííÿ (ïðàâèëî âçàºìîä³¿ åëåìåíò³â ñèñòåìè). ²ííîâàö³ÿ, ÿêà
çì³íþº ïî÷àòêîâ³ óìîâè òà ïðàâèëî âçàºìîä³¿ åëåìåíò³â ñèñòåìè, ïðèçâîäèòü äî
ðîçâèòêó ñèñòåìè. Ôðàêòàëüí³ñòü (á³ëüøå òîãî, ìóëüòèôðàêòàëüí³ñòü) ó ðîçâèòêó
ï³äïðèºìñòâà äîçâîëÿº çðîáèòè âèñíîâîê ïðî òå, ùî ³ííîâàö³ÿ áóäå ïîøèðþâàòèñÿ
òàêîæ çà ïðèíöèïîì ìóëüòèôðàêòàëüíîñò³.

Å. Ïåòåðñ [3] ïðîäåìîíñòðóâàâ ôðàêòàëüí³ñòü âèðîáíèöòâà íà ïðèêëàä³ íèçêè
àìåðèêàíñüêèõ êîìïàí³é: IBM, Coca-Cola, Xerox.

Ôðàêòàëè îòðèìàëè øèðîêå çàñòîñóâàííÿ â ìîäåëþâàíí³ ÷àñîâèõ ðÿä³â.
Çîêðåìà òàêà õàðàêòåðèñòèêà ÷àñîâîãî ðÿäó, ÿê ôðàêòàëüíà ðîçì³ðí³ñòü, äîçâîëÿº
âèçíà÷èòè ìîìåíò, ó êîòð³é ñèñòåìà ñòàº íåñòàá³ëüíîþ òà ãîòîâà ïåðåéòè â íîâèé
ñòàí [11].

Ïðèêëàäîì îäíîãî ç íàéá³ëüø åôåêòèâíèõ çàñòîñóâàíü òåîð³¿ ôðàêòàë³â ïðè
ìîäåëþâàíí³ ðèíêîâèõ ïðîöåñ³â º ôðàêòàëüíà ìîäåëü ôîíäîâîãî ðèíêó.

Âèêîðèñòàííÿ ìàòåìàòè÷íîãî àïàðàòó òåîð³¿ ôðàêòàë³â â³äêðèâàº íîâ³
ìîæëèâîñò³ â ìîäåëþâàíí³ ðèíêîâèõ ïðîöåñ³â. Êëþ÷îâèì ìîìåíòîì, ÿêèé ñïðèÿº
öüîìó, º ñàìîðîçâèòîê ôðàêòàëó. Öÿ âëàñòèâ³ñòü õàðàêòåðèçóº ôðàêòàë, ÿê
ìàòåìàòè÷íèé îá’ºêò, ÿêèé íàéá³ëüøå â³äïîâ³äàº ñèñòåìí³é ïðèðîä³ ñîö³àëüíèõ òà
åêîíîì³÷íèõ ïðîöåñ³â, ÿê³ ïðîò³êàþòü â óìîâàõ íåë³í³éíî¿ äèíàì³êè ìíîæèíè
ôàêòîð³â çîâí³øíüîãî òà âíóòð³øíüîãî ñåðåäîâèùà [11].

Îòæå, äëÿ àíàë³çó ñàìîïîä³áíîñò³ âèêîðèñòîâóþòü ôðàêòàëüíèé àíàë³ç, ó
ðàìêàõ êîòðîãî âèêîðèñòîâóþòü ôîðìóëó Õåðñòà.

Äîö³ëüí³ñòü âèêîðèñòàííÿ ôðàêòàëüíîãî àíàë³çó âèíèêàº ïðè àíàë³ç³
åêîíîì³÷íèõ äàíèõ çà òðèâàëèé ïåð³îä ÷àñó. Ñïîñ³á äëÿ âèâ÷åííÿ ôðàêòàëüíèõ
÷àñîâèõ ðÿä³â áàçóºòüñÿ íà íàóêîâèõ äîñë³äæåííÿõ ó÷åíîãî Õåðñòà òà ìàº íàçâó R/
S-ìåòîäó. Éîãî àëãîðèòì çâîäèòüñÿ äî òàêîãî [2]:

1. Ïåðåòâîðåííÿ âèõ³äíîãî ÷àñîâîãî ðÿäó äîâæèíè Ì ó ÷àñîâèé ðÿä äîâæèíè
N = M–1 íà îñíîâ³ âèêîðèñòàííÿ òàêîãî ïðàâèëà:

1log( / )i i in m m , ³=1, 2, 3, …, (Ì–1), (1),
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äå m
i 
— çíà÷åííÿ âèõ³äíîãî ðÿäó â òî÷ö³ ³;

n
i
 — çíà÷åííÿ íîâîãî ðÿäó â ò³é æå òî÷ö³.

2. Îá÷èñëåííÿ â³äõèëåííÿ x
t,i
 â³ä ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ÷àñîâîãî ðÿäó çà

ôîðìóëîþ:

,
1

( )
t

t i i i
i

x e e


  . (2),

3. Äëÿ êîæíî¿ ³òåðàö³¿ çíàõîäæåííÿ N-1 çíà÷åíü x
t,i
, êîòð³ âèêîðèñòîâóþòüñÿ

ïðè îá÷èñëåíí³ ðîçìàõó R=max(x
t,i
)-min(x

t,i
).

4. Íîðìóâàííÿ ðîçìàõó R øëÿõîì ä³ëåííÿ íà ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ S, êîòðå
îáðàõîâóºòüñÿ çà N çíà÷åííÿì.

5. Ëîãàðèôìóâàííÿ R/S òà N/2.
6. Ïîáóäîâà ãðàô³êà çàëåæíîñò³ ôóíêö³¿ log(R/S) â³ä log(N/2).
7. Çíàõîäæåííÿ øëÿõîì ë³í³éíî¿ àïðîêñèìàö³¿ ãðàô³êà òàíãåíñà êóòà éîãî

íàõèëó, ÿêèé º ïîêàçíèêîì Õåðñòà.
²ñíóº òðè ìîæëèâ³ âàð³àíòà çì³íè ïîêàçíèêà Õåðñòà:
1) Í=0,5 –“á³ëèé øóì”, ïðîöåñ áåç ïàì’ÿò³ (âñ³ çíà÷åííÿ ðÿäó íåêîðåëüîâàí³);
2) 0d”Í<0,5 — àíòèïåðñèñòåíòíèé àáî åðãîäè÷íèé ðÿä (ÿêùî ñèñòåìà

äåìîíñòðóº çðîñòàííÿ â ïîïåðåäí³é ïåð³îä, òî ç âåëèêîþ éìîâ³ðí³ñòþ â íàñòóïíîìó
ïåð³îä³ ïî÷íåòüñÿ ñïàä, òà íàâïàêè);

3) 0,5<Hd”1 — ïåðñèñòåíòíèé, àáî ñòåíäîñò³éêèé, ðÿä (ÿêùî ðÿä çðîñòàº
(ñïàäàº) â ïîïåðåäí³é ïåð³îä, òî éìîâ³ðíî, ùî â³í áóäå çáåð³ãàòè öþ òåíäåíö³þ
ïåâíèé ÷àñ ó ìàéáóòíüîìó).

Ñó÷àñí³ êîíñàëòèíãîâ³ êîìïàí³¿ çàñòîñîâóþòü ôðàêòàëüíó ñòàòèñòèêó Õåðñòà
äëÿ îö³íêè äîõ³äíîñò³ àêö³é ïðè àíàë³ç³ ³íâåñòèö³éíî-ô³íàíñîâî¿ ïðèâàáëèâîñò³
êîìïàí³¿. Ïî ñóò³, îñíîâíå çàâäàííÿ ïîêàçíèêà Õåðñòà — â³äð³çíèòè âèïàäêîâèé
÷èñëîâèé ðÿä â³ä íåâèïàäêîâîãî, íàâ³òü ÿêùî öåé âèïàäêîâèé ðÿä íå º ãàóñîâèì,
òîáòî ³ìîâ³ðí³ñíèé ðîçïîä³ë º íå íîðìàëüíèì [4, ñ.91].

Íà ñüîãîäí³ ³ñíóº áàãàòî ð³çíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ôðàêòàë³â. Â³äì³ííîþ
îñîáëèâ³ñòþ êîæíî¿ ç íèõ º òå, ùî â ¿õ îñíîâ³ ëåæèòü ïåâíà ðåêóðñèâíà ôóíêö³ÿ:

— Ìîäåëü Ìàíäåëüáðîòà. Áåíóà Ìàíäåëüáðîò çàïðîïîíóâàâ ìîäåëü ôðàêòàëà,
êîòðà âæå ñòàëà êëàñè÷íîþ òà ÷àñòî âèêîðèñòîâóºòüñÿ äëÿ äåìîíñòðàö³¿ òèïîâîãî
ïðèêëàäó ôðàêòàëà. Ìàòåìàòè÷íèé îïèñ ìîäåë³ òàêèé:

íà êîìïëåêñí³é ïëîùèí³ â äåÿêîìó ³íòåðâàë³ äëÿ êîæíî¿ òî÷êè z îá÷èñëþºòüñÿ
ðåêóðñèâíà ôóíêö³ÿ:

f(z) = z2+c, (3),

äå ñ — êîìïëåêñíà êîíñòàíòà.

Ï³ñëÿ N-ïîâòîðåíü ö³º¿ ïðîöåäóðè îá÷èñëåíü êîîðäèíàò òî÷îê íà êîìïëåêñí³é
ïëîùèí³ ç’ÿâëÿºòüñÿ äèâîâèæíî êðàñèâà ô³ãóðà, ÿêà íàãàäóº ãðóøó.

Ó ìîäåë³ Ìàíäåëüáðîòà ôàêòîðîì, ùî çì³íþºòüñÿ, º ïî÷àòêîâà òî÷êà ñ, à
ïàðàìåòð z º çàëåæíèì. Òîìó äëÿ ïîáóäîâè ôðàêòàëà Ìàíäåëüáðîòà ³ñíóº ïðàâèëî:
ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ z ð³âíå íóëþ (z=0)! Öå îáìåæåííÿ ââîäèòüñÿ äëÿ òîãî, ùîá
ïåðøà ïîõ³äíà â³ä ôóíêö³¿ z â ïî÷àòêîâ³é òî÷ö³ áóëà ð³âíà íóëþ. À öå îçíà÷àº, ùî
â ïî÷àòêîâ³é òî÷ö³ ôóíêö³ÿ ìàº ì³í³ìóì, ³ â ïîäàëüøîìó âîíà áóäå ïðèéìàòè ëèøå
á³ëüø³ çíà÷åííÿ.

— Ìîäåëü Äæóë³¿ (Julia set). Ìîäåëü ôðàêòàëà Äæóë³¿ ìàº òå æ ð³âíÿííÿ, ùî
³ ìîäåëü Ìàíäåëüáðîòà, ò³ëüêè òóò çì³ííèì ïàðàìåòðîì º íå c, a z.
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Â³äïîâ³äíî çì³íþºòüñÿ âñÿ ñòðóêòóðà ôðàêòàëà, îñê³ëüêè íà ïî÷àòêîâå
ïîëîæåííÿ íå íàêëàäåíî í³ÿêèõ îáìåæåíü.

Ì³æ ìîäåëÿìè Ìàíäåëüáðîòà ³ Äæóë³¿ ³ñíóº òàêà ðîçá³æí³ñòü: ÿêùî ìîäåëü
Ìàíäåëüáðîòà º ñòàòè÷íîþ (îñê³ëüêè z ïî÷àòêîâå çàâæäè äîð³âíþº íóëþ), òî ìîäåëü
Äæóë³¿ º äèíàì³÷íîþ ìîäåëëþ ôðàêòàëà.

— ²íø³ ìîäåë³, òàê³ ÿê êèëèì Ñåðï³íñüêîãî, êðèâà Êîõà òà ³í.
²ñíóþòü ñïåö³àëüí³ ïàêåòè äëÿ ïðîâåäåííÿ ôðàêòàëüíîãî àíàë³çó, íàïðèêëàä,

FracLab, FRACTAN [7, ñ. 119]. Íàìè çàïðîïîíîâàíî äëÿ ìîäåëþâàííÿ ôðàêòàë³â
çàñòîñóâàòè ìîâó ïðîãðàìóâàííÿ Python ç ïàêåòàìè NumPy, SciPy è MatPlotLib.
Öÿ êîëåêö³ÿ á³áë³îòåê âèêîðèñòîâóºòüñÿ ÿê óí³âåðñàëüíå ñåðåäîâèùå äëÿ íàóêîâèõ
ðîçðàõóíê³â â ÿêîñò³ çàì³íè ïîøèðåíèìè ñïåö³àë³çîâàíèìè êîìåðö³éíèìè ïàêåòàìè
Matlab, IDL òà ³í. Python º ïðîñòîþ ³ â òîé ñàìèé ÷àñ ïîòóæíîþ ³íòåðïðåòîâàíîþ
îá’ºêòíî-îð³ºíòîâàíîþ ìîâîþ ïðîãðàìóâàííÿ.

Íàìè âèêîðèñòàíî êîìïëåêñíå ñåðåäîâèùå Enthought Canopy äëÿ àíàë³çó
äàíèõ ³ â³çóàë³çàö³¿ ðåçóëüòàò³â íà ìîâ³ ïðîãðàìóâàííÿ Python ç íàïåðåä
âñòàíîâëåíèìè á³áë³îòåêàìè.

Enthought Canopy âèêîðèñòîâóº áàãàòî âèñîêîòåõíîëîã³÷íèõ êîìïàí³é,
çîêðåìà Northrop Grumman, Airbus òà ³í. Òàêîæ ìîâà ïðîãðàìóâàííÿ Python òà
ñåðåäîâèùå Enthought Canopy çàñòîñîâóºòüñÿ â Ìàññà÷óñåòñüêîìó òåõíîëîã³÷íîìó
³íñòèòóò³ äëÿ íàâ÷àííÿ ³íôîðìàö³éíèì òåõíîëîã³ÿì òà ïðîãðàìóâàííþ.

Enthought Canopy ì³ñòèòü á³ëüøå 150 á³áë³îòåê, äî ñêëàäó ÿêèõ âõîäÿòü ³
íåîáõ³äí³ NumPy ³ MatPlotLib.

NumPy — á³áë³îòåêà äëÿ íàóêîâèõ îá÷èñëåíü, ÿêà äîçâîëÿº ïðàöþâàòè ç
áàãàòîì³ðíèìè ìàñèâàìè, ñêëàäíèìè ôóíêö³ÿìè, ë³í³éíîþ àëãåáðîþ,
ïåðåòâîðåííÿìè Ôóð’º, ãåíåðàòîðàìè âèïàäêîâèõ ÷èñåë ³ ò.ä.

MatPlotLib — á³áë³îòåêà äëÿ â³çóàë³çàö³¿ äâîõâèì³ðíî¿ ãðàô³êè, ÿêà âêëþ÷àº
ìíîæèíó ð³çíîìàí³òíèõ ³íñòðóìåíò³â, òàêèõ ÿê ãðàô³êè, ä³àãðàìè, ã³ñòîãðàìè ³ ò.ä.

Äëÿ ðåàë³çàö³¿ GUI (ãðàô³÷íîãî ³íòåðôåéñó êîðèñòóâà÷à) âèêîðèñòîâóºòüñÿ
á³áë³îòåêà Tkinter, ÿêà ñòàíäàðòíî âõîäèòü ó Python.

Ëåãê³ñòü òà äîö³ëüí³ñòü çàñòîñóâàííÿ âêàçàíèõ ³íñòðóìåíòàëüíèõ çàñîá³â
ìîæíà ïðîäåìîíñòðóâàòè íà ïðèêëàä³ ïðîãðàìè ìîäåëþâàííÿ ìíîæèíè Äæóë³¿ ç
ìîæëèâ³ñòþ âèáîðó êîðèñòóâà÷åì êîìïëåêñíî¿ ÷àñòèíè ïîë³íîìó òà ê³ëüêîñò³
³òåðàö³é.

Êîä ïðîãðàìè äëÿ ïîáóäîâè ôðàêòàëà Äæóë³¿:

# -*- coding: utf-8 -*-
# ï³äêëþ÷åííÿ á³áë³îòåê
from Tkinter import *
import numpy
import matplotlib, matplotlib.pyplot as plt

# âèçíà÷åííÿ ãëîáàëüíèõ çì³ííèõ
# êîìïëåêñí³ ÷èñëà äëÿ ð³çíèõ âàð³àíò³â ïîë³íîìó
complex_variants = [-0.8+0.156j, -0.70176-0.3842j,

-0.4+0.6j, -0.835-0.2321j,
0.74543+0.11301j, -0.0085+0.71j]

# phi — äåêàðòîâ³ ãðàíèö³ ôðàêòàëó
# res — ðîçä³ëüíà çäàòí³ñòü ðèñóíêà
phi, res = 1.618, 2000
# ôóíêö³ÿ îá÷èñëåííÿ êîëüîðó ï³êñåëÿ
def calculate(incoming):
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z=incoming
# îòðèìóºìî âèáðàíå êîðèñòóâà÷åì êîìïëåêñíå ÷èñëî
complex_section = complex_variants[vsc1.get()]
# ê³ëüê³ñòü ³òåðàö³é, âèçíà÷åíèõ êîðèñòóâà÷åì
for i in xrange(vsc2.get()):
# ïîë³íîì

z = z**2 + complex_section
if abs(z) > 2:

break
return i

# ôóíêö³ÿ ôîðìóâàííÿ ìàñèâó êîëüîðó ï³êñåëåé
def juliaset((fstx, endx), (fsty, endy),

resolution=(res, res), figure = plt.figure()):
# ð³âíîì³ðíî ðîçáèâàºìî íà ïðîì³æêè ³íòåðâàë –phi .. phi
xs = numpy.linspace(fstx, endx, resolution[0])
ys = numpy.linspace(fsty, endy, resolution[1])
# ñòâîðþºìî ìàñèâ ðèñóíêó ³ çàïîâíþºìî éîãî íóëÿìè
field = numpy.zeros(resolution, dtype = numpy.int)
# çàïîâíþºìî ìàñèâ îá÷èñëåííèìè çíà÷åííÿìè
for xidx, x in enumerate(xs):

for yidx, y in enumerate(ys):
# âèêëèêàºìî ôóíêö³þ calculate
field[yidx, xidx] = calculate(numpy.complex(x, y))

# ôîðìóºìî ðèñóíîê
plt.imshow(field, extent = (fstx, endx, fsty, endy), origin=’lower’)

# ôóíêö³ÿ â³çóàë³çàö³¿
def render():

# òèòóë ðèñóíêà — âàð³àíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà òà
# ê³ëüê³ñòü ³òåðàö³é
plt.title(‘Julia set, variant ‘+ str(vsc1.get())+ ‘,

Iteration = ‘ + str(vsc2.get()))
# çàïóñê ôóíêö³¿ ôîðìóâàííÿ ìàñèâó ï³êñåëåé
juliaset((-phi, phi), (-phi, phi))
# çàïèñ ðèñóíêó ó ôàéë
plt.savefig(‘d:\juliaset.png’, dpi=300)
# â³çóàë³çàö³ÿ ðèñóíêó
plt.show()

# ãîëîâíå â³êíî
root = Tk().title(‘Julia set’)

# â³äæåò øêàëà — âèá³ð âàð³àíòó êîìïëåêñíî¿ ÷àñòèíè ïîë³íîìó
vsc1 = IntVar()
sc1 = Scale(root, from_=0, to=len(complex_variants)-1,

orient=HORIZONTAL, variable=vsc1,
label=’Variants of quadratic polynomials’, length=200)

sc1.grid(padx=5,pady=10) # êîìïîíóºìî â³äæåò øêàëà

# â³äæåò øêàëà — âèá³ð ê³ëüêîñò³ ³òåðàö³é
vsc2 = IntVar()
sc2 = Scale(root, from_=100, to=300, orient=HORIZONTAL,
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variable=vsc2, label=’Counts of iterations’,
length=200)

sc2.grid(padx=5) # êîìïîíóºìî äðóãó øêàëó

# â³äæåò êíîïêà — çàïóñêàº ôóíêö³þ render
button = Button(root, text=’Show!’, command=render)
button.grid(pady=10) # êîìïîíóºìî êíîïêó

# ãîëîâíèé öèêë
mainloop()

Íà ðèñ. 1 â³äîáðàæåíî ãðàô³÷íèé âèãëÿä ôðàêòàëà Äæóë³¿ ³ç âèêîðèñòàííÿì
îïèñàíîãî êîäó ïðîãðàìè (4 âàð³àíò ïîë³íîìà òà 250 ³òåðàö³é).

Ðèñ. 1. Ãðàô³÷íå ïðåäñòàâëåííÿ ìîäåë³ ôðàêòàëà Äæóë³¿

ßê âèäíî ç ðèñóíêà ôðàêòàëà, â³í ìàº ñèìåòðè÷íó â³äíîñíî öåíòðàëüíî¿ òî÷êè
ôîðìó, òîä³ ÿê ôðàêòàë Ìàíäåëüáðîòà ìàº ôîðìó, ñèìåòðè÷íó â³äíîñíî îñ³.

Çà äîïîìîãîþ ãîëîâíîãî â³êíà (ðèñ. 2) ïðîãðàìà îòðèìóº íà âõîä³ â³ä
êîðèñòóâà÷à âàð³àíò êîìïëåêñíî¿ ÷àñòèíè ïîë³íîìà (6 âàð³àíò³â — â³ä 0 äî 5) òà
ê³ëüê³ñòü ³òåðàö³é. Ó íàøîìó âèïàäêó öå 4 âàð³àíò ïîë³íîìà òà 250 ³òåðàö³é. Òàêîæ
íà ãîëîâíîìó â³êí³ º êíîïêà, ï³ñëÿ íàòèñêàííÿ êîòðî¿ îòðèìàíî ãðàô³÷íèé âèãëÿä
ôðàêòàëà (ðèñ. 1).
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Ðèñ. 2. Ãîëîâíå â³êíî ïðîãðàìè, ÿêå äîçâîëÿº êîðèñòóâà÷åâ³ îáèðàòè âàð³àíò
êîìïëåêñíî¿ ÷àñòèíè ïîë³íîìà òà ê³ëüê³ñòü ³òåðàö³é

Âèêîðèñòàííÿ Python [12]:
— Êîìïàí³ÿ Google âèêîðèñòîâóº Python â ñâî¿é ïîøóêîâ³é ñèñòåì³.
— Òàê³ êîìïàí³¿, ÿê Intel, Cisco, Hewlett-Packard, Seagate, Qualcomm òà

IBM, âèêîðèñòîâóþòü Python äëÿ òåñòóâàííÿ àïàðàòíîãî çàáåçïå÷åííÿ.
— Ñëóæáà êîëåêòèâíîãî âèêîðèñòàííÿ â³äåîìàòåð³àë³â YouTube â çíà÷í³é

ì³ð³ ðåàë³çîâàíà íà Python.
— NSA âèêîðèñòîâóº Python äëÿ øèôðóâàííÿ òà àíàë³çó ðîçâ³ääàíèõ.
— Êîìïàí³¿ JPMorgan Chase, UBS, Getco ³ Citadel çàñòîñîâóþòü Python äëÿ

ïðîãíîçóâàííÿ ô³íàíñîâîãî ðèíêó.
— Ïîïóëÿðíà ïðîãðàìà BitTorrent äëÿ îáì³íó ôàéëàìè â ï³ð³íãîâèõ ìåðåæàõ

íàïèñàíà íà ìîâ³ Python.
— Ïîïóëÿðíèé âåá-ôðåéìâîðê App Engine â³ä êîìïàí³¿ Google âèêîðèñòîâóº

Python ÿê ïðèêëàäíó ìîâó ïðîãðàìóâàííÿ.
— NASA, Los Alamos, JPL ³ Fermilab âèêîðèñòîâóþòü Python äëÿ íàóêîâèõ

îá÷èñëåíü.
Òàêèì ÷èíîì, òåîð³ÿ ôðàêòàë³â äåìîíñòðóº ÿê³ñíî íîâèé ï³äõ³ä ó ìîäåëþâàíí³

åêîíîì³êè. Ïðîòå ¿¿ íîâèçíà òà ïðîòèð³÷÷ÿ êëàñè÷íèì ìåòîäàì óñêëàäíþþòü ¿¿
øèðîêå âèêîðèñòàííÿ. Îäíèì ç îñíîâíèõ ñòðèìóþ÷èõ ôàêòîð³â º õàîòè÷í³ñòü
ôðàêòàëüíî¿ ìîäåë³, êîòðà çóìîâëåíà âèêëþ÷íîþ âçàºìîçàëåæí³ñòþ ¿¿ âõ³äíèõ òà
âèõ³äíèõ ïàðàìåòð³â. Íàâ³òü íåçíà÷íà çì³íà âõ³äíîãî ïàðàìåòðà ìîæå ïðèçâåñòè äî
àáñîëþòíî íåïåðåäáà÷åíî¿ ïîâåä³íêè ìîäåë³. Ðàçîì ç òèì öå ä³éñíî íàéá³ëüø
ïåðñïåêòèâíèé ñó÷àñíèé íàïðÿìîê ìàòåìàòèêè ç òî÷êè çîðó ïðèêëàäíèõ äîñë³äæåíü
â åêîíîì³ö³.

Ïîäàëüø³ äîñë³äæåííÿ áóäóòü ñïðÿìîâàí³ íà ïðàêòè÷íó ðåàë³çàö³þ
ôðàêòàëüíîãî àíàë³çó äëÿ ïðîãíîçóâàííÿ åêîíîì³÷íèõ ÿâèù òà ïðîöåñ³â, çîêðåìà
ð³âíÿ ñôîðìîâàíîñò³ ³íòåëåêòóàëüíîãî êàï³òàëó ï³äïðèºìñòâà.
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Õìåëüíèöüêîãî óí³âåðñèòåòó óïðàâë³ííÿ òà ïðàâà
(ïðîòîêîë ¹ 7 â³ä 6 ëþòîãî 2014 ðîêó)

Íàä³éøëà äî ðåäàêö³¿ 07.02.2014

×àéêîâñêàÿ È. È. Èñïîëüçîâàíèå ñîâðåìåííûõ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ íà îñíîâå ôðàêòàëüíîãî àíàëèçà

Îïðåäåëåíà ñóùíîñòü ôðàêòàëà, ñâîéñòâî ôðàêòàëüíîñòè ñèñòåì, öåëåñîîáðàçíîñòü
ïðèìåíåíèÿ ôðàêòàëüíîãî àíàëèçà ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Ñäåëàí
âûâîä, ÷òî äëÿ àíàëèçà ñàìîïîäîáèÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàíèå ôðàêòàëüíîãî àíàëèçà, â ðàìêàõ
êîòîðîãî èñïîëüçóþò ôîðìóëó Õåðñòà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ôðàêòàëû íàõîäÿò ïðàêòè÷åñêîå
ïðèìåíåíèå ïðè èññëåäîâàíèè ðàçâèòèÿ ñîöèàëüíûõ, ïðîèçâîäñòâåííûõ ñèñòåì, ïðè
ìîäåëèðîâàíèè âðåìåííûõ ðÿäîâ, ðûíî÷íûõ ïðîöåññîâ. Îïðåäåëåíî, ÷òî íà ñåãîäíÿøíèé äåíü
ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ôðàêòàëîâ (ìîäåëü Ìàíäåëüáðîòà,
ìîäåëü Äæóëèè, êîâåð Ñåðïèíñêîãî, êðèâàÿ Êîõà è äð.). Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ êàæäîé
èç íèõ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â èõ îñíîâå ëåæèò îïðåäåëåííàÿ ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ. Ïðåäëîæåíî
äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ôðàêòàëîâ ïðèìåíèòü ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ Python ñ ïàêåòàìè NumPy,
SciPy è MatPlotLib. Python ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì è â òî æå âðåìÿ ìîùíûì èíòåðïðåòèðóåìûì
îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûì ÿçûêîì ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Èñïîëüçîâàíà êîìïëåêñíàÿ ñðåäà
Enthought Canopy äëÿ àíàëèçà äàííûõ è âèçóàëèçàöèè ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ìíîæåñòâà
Äæóëèè ñ âîçìîæíîñòüþ âûáîðà ïîëüçîâàòåëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ïîëèíîìà è êîëè÷åñòâà
èòåðàöèé íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Python.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíîñòü, ôðàêòàë, ñàìîïîäîáèå, ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ Python.
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Chaikovska, I. I. The Use of Modern Information Technologies for Economic Processes Modelling
Based on Fractal Analysis

This article explains the purpose of the fractal, fractal property systems, the feasibility of
fractal analysis in modelling socio-economic processes. It is concluded that analysis is necessary to use
self-similarity of fractal analysis, under which the formula Hirst is used. It is established that fractals
are in practical application in the study of social and productive systems in modelling time series of
market processes. It was determined, that today there are many different mathematical models of
fractals (Mandelbrot model, model Julia, carpet of Serpinskyi, curve of Koch etc.) A distinctive
feature of each is that they are based on some recursive function. For fractal modelling it is proposed
to use programming language Python packages with NumPy, SciPy and MatPlotLib. Python is a
simple and at the same time powerful interpreted object-oriented programming language. Used Enthought
Canopy integrated environment for data analysis and visualization of simulation results of Julia sets
selectable by a complex number and polynomial number of iterations in the programming language
Python.

Keywords: nonlinearity, fractal, self-similarity, programming language Python.
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