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Отже, розглянувши наведені приклади різних ситуацій, коли необхідно оптимально 
розподілити ресурси, можемо зробити висновок, що за допомогою методів динамічного 
програмування можна якнайкраще формалізувати такого роду задачі. При цьому для досягнення 
оптимального результату кожне з управлінь на кожному кроці задачі не обов’язково повинно бути 
оптимальним. Ми також переконалися, що при різних умовах вкладання ресурсів хід рішення 
задачі залишається практично незмінним.  
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Вступ. Сучасне автомобілебудування характерне тим, що з метою найбільш повного 

забезпечення потреб споживача у модельному ряду провідних компаній світу існують модифікації 
автомобілів з двигунами  різної потужності. До таких  автомобілів можна віднести і ті, що 
переведені на роботу на газоподібне паливо, потужність яких може зменшуватися до 25% у 
порівнянні з базовою моделлю. 

Використання двигунів з різною потужністю призводить до зміни тягово-швидкісних 
властивостей автомобіля, може погіршуватися паливна економічність та зростати викиди 
шкідливих речовин в навколишнє середовище.  

Метою роботи є уточнення математичної моделі для визначення тягово-швидкісних 
властивостей автомобіля при використанні двигунів різної потужності. 

Основна частина. При розгляді системи „Автомобіль – дорога – водій – навколишнє 
середовище” особливої уваги потребує  підсистема "двигун - трансмісія", що пов'язано з 
відмінностями в потужності двигунів,  що можуть бути встановленими на автомобіль, у 
швидкісних режимах його роботи, паливній економічності. При цьому детально аналізують 
тягово-швидкісні властивості автомобіля і його паливну економічність. 

Тягово-швидкісні властивості автомобіля визначаються його здатністю до руху під дією 
поздовжніх сил ведучих коліс. 

Ця група властивостей складається з тягових властивостей, які дозволяють автомобілю 
долати підйоми та буксирувати причепи, і швидкісних властивостей, які дозволяють йому 
здійснювати розганяння, рухатись по інерції (вибіг) і з високими швидкостями. 

Для аналізу показників тягово-швидкісних властивостей автомобіля найбільш раціонально 
використовувати математичну модель побудовану на диференціальному рівнянні руху, котре 
використовується в теорії автомобіля [1]: 

 

dt
dV

Maоб = Pкол(V) - Pоп(V,V2)  Gasin,  (1) 

 
де Ma  повна маса автомобіля, кг; об  коефіцієнт, який ураховує обертові маси 

автомобіля;  
Pкол(V)  повна колова сила на ведучих колесах автомобіля, Н;  
Pоп(V,V2)  сума сил опору руху автомобіля, які залежать від швидкості його руху, Н;  
Gаsin  сила опору підйому, Н;  
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Gа  сила тяжіння від повної маси автомобіля, Н;  
  кут поздовжнього нахилу полотна дороги;  
V  швидкість руху автомобіля, м/с;  
dV/dt  прискорення автомобіля, м/с2. 
Зважаючи на те, що аналітичну функцію для сили Pкол(V) точно визначити неможливо, 

зазначене диференціальне рівняння (1) другого порядку із сталими коефіцієнтами є таким, що в 
загальному випадку не інтегрується. Проте його інтегрування можна провести, якщо вважати, що 
функція Pкол(V) задана або визначена, наприклад, коли розглядати роботу двигуна за швидкісною 
зовнішньою характеристикою. В такому випадку розв’язок рівняння буде залежати від великої 
кількості параметрів, які доцільно розбити на дві групи. 

До першої групи віднесені конструктивні параметри автомобіля та вихідні характеристики 
робочих процесів його агрегатів, що впливають на остаточні показники руху автомобіля. Другу 
групу складають параметри, що характеризують дорожні умови та взаємодію коліс автомобіля з 
опорною поверхнею 

Основною змінною у диференціальному рівнянні руху автомобіля є лінійна швидкість 
руху. У зв'язку з цим для інтегрування рівняння всі члени його правої частини мають бути 
виражені відносно лінійної швидкості руху.  

Таким чином, для розв'язання рівняння руху автомобіля необхідно виразити повну колову 
силу та сили опору руху через лінійну швидкість руху автомобіля. 

Повна колова сила на ведучих колесах є функцією крутного моменту двигуна, підведеного 
до ведучих коліс. 

У розрахунках показників тягово-швидкісних властивостей найбільш зручним є 
використання залежності крутного моменту двигуна Mк, як Mк=f() у вигляді [1]: 

 
Mк = a2 + b + c,        (2)  

 

де a, b, c - сталі коефіцієнти, котрі визначаються: 
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де min, Mк.min  мінімальна  кутова швидкість колінчастого вала двигуна, рад/с, та крутний 

момент, Нм, при цій кутовій швидкості;  
Mк.max, М  максимальний крутний момент двигуна, Нм, та кутова швидкість колінчастого 

вала двигуна, рад/с, що йому відповідає;  
MN, N  крутний момент, Нм, та кутова швидкість колінчастого вала двигуна, рад/с, що 

відповідають його максимальній потужності. 
Якщо відомі параметри швидкісної зовнішньої характеристики двигуна, наприклад, за 

результатами експериментальних досліджень, то  за допомогою рівняння (2) знаходять крутний 
момент  двигуна, а потім і колову силу. Якщо експериментальні дані відсутні, то побудову 
зовнішньої швидкісної характеристики двигуна здійснюють за величинами крутного моменту, 
потужності та частоти обертання двигуна в характерних точках. Такими точками, що наводяться у  
довідниковій літературі, є максимальні значення потужності Nemax  і крутного моменту Memax та 
відповідні їм частоти обертання N  та M. 

З урахуванням залежностей Mк = f() та V= F() колова сила на ведучих колесах 
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Pкол.i = AiV2 + BiV + Ci,                                                          (3) 

де  2

3
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Ui  загальне передаточне число трансмісії автомобіля на і-ій передачі;  
м  коефіцієнт корисної дії трансмісії;  
rд та rк  динамічний радіус та радіус кочення колеса, м. 
Розглянемо як зміняться показники швидкісних властивостей автомобіля, а саме час та 

шлях його розгону до максимальної (нормативної) швидкості. 
Виконуємо на прикладі автомобіля VW Golf V покоління з бензиновим двигуном. В табл. 1 

наведені технічні характеристики необхідні для розрахунку [2]. 
 

Таблиця 1. 
Технічні характеристики автомобіля VW Golf V 

Модифікація 1.4 MPI 1.4 FSI 1.6 MPI 1.6 FSI 2.0 FSI 

Тип двигуна Бензиновий 
(MPI) 

Бензиновий 
(FSI) 

Бензиновий 
(MPI) 

Бензиновий 
(FSI) 

Бензиновий 
(FSI) 

Об’єм , см3 1390 1390 1595 1598 1984 
Потужність двигуна, 

к.с./кВт при хв-1 75/ 55/ 5000 90/ 66/ 5200 102/ 75/ 5600 115/ 85/ 6000 150/ 110/ 
6000 

Крутний момент, Н∙м 
при  хв-1 126/ 3800 130/ 3750 148/ 3800 155/ 4500 200/ 3500 

Передаточне 
число 

1-а 3.77 17.078 3.46 15.674 3.46 15.674 3.46 15.674 3.78 13.79
7 

2-а 2.1 9.513 1.96 8.879 1.96 8.879 1.96 8.879 2.27 8.285 

3-я 1.39 6.297 1.28 5.798 1.28 5.798 1.28 5.798 1.52 5.548 

4-а 1.03 4.666 0.98 4.439 0.98 4.439 0.98 4.439 1.19 4.343 

5-а 0.81 3.669 0.78 3.533 0.81 3.669 0.81 3.669 0.97 3.54 

6-а - - - - - - 0.71 3.216 0.82 2.993 
Задній 

хід 3.18 14.405 3.18 14.405 3.18 14.405 3.18 14.405 3.6 13.14 

Головна  
передача 4.53 4.53 4.53 4.53 3.65 

 
До основних параметрів технічної характеристики автомобіля, відносять максимальну 

швидкість руху. Ця швидкість визначається як за енергетичними можливостями двигуна, так і за 
кінематичними параметрами трансмісії.  

Максимальна швидкість руху автомобіля за енергетичними можливостями визначається за 
допомогою рівняння силового балансу [3]: 

 

jwjwhfT PPPPPPPP                                            (4) 
 

де PT – сила тяги на ведучих колесах автомобіля, Н; 
Pf  – сила опору коченню коліс, Н; Ph – сила опору підйому дороги, Н;  
Pw  – сила опору повітря, Н; Pj – сила опору розгону (приведена сила інерції), Н;  

hf PPP   - сила опору дороги, Н; 
Рівняння (4) доцільно розв’язувати за допомогою графо-аналітичного способу, шляхом 

побудови графіку силового балансу.[4] 
Згрупувавши в лівій частині рівняння силового балансу (4) члени PT  і Pw , які є функціями 

від швидкості v і не залежать від дорожніх умов і прискорення. Різниця PT  - Pw = Pсв  називається 
вільною силою тяги. 



 

168 
 

Залежність Pсв = f(V) практично однозначно визначається конструктивними параметрами 
автомобіля, оскільки PT = f(V) визначається зовнішньою характеристикою двигуна, передаточними 
числами трансмісії, її ККД і динамічним радіусом колеса, а Pw = f(V) - фактором обтічності . Для 
конкретного автомобіля на кожній передачі можна побудувати графічну залежність Pсв = f(V) - 
тягову характеристику, незмінну для всіх умов руху. 

На рис.1 приведена тягова характеристика для автомобіля VW Golf 1.4 MPI. 

 
 

Рис. 1 Силовий баланс автомобіля VW Golf V 1.4 MPI 
На цей же графік наносять криві залежності від швидкості членів, що входять в праву 

частину рівняння (4). 
Крива Pf = f(V) з урахуванням залежності f = f(V) може бути представлена у вигляді 

квадратичної параболи. Сила Ph не залежить від швидкості V і графічно зображується у вигляді 
прямої паралельно осі абсцис. Залежність Pj = f(v) може бути нанесена на графік в тому випадку 
коли відома залежність,  j=f(v). 

Максимальна швидкість руху автомобіля за енергетичними можливостями двигуна 
визначається з графіка силового балансу за умови: 

 
Pсв  =  Pf 

Тут  
 

Pсв  = PT  - Pw  
PT = Pкол 

2vFKPw В   

)( 2
0 vKfgMP faf   

 
де  KВ – коефіцієнт обтічності, Н∙с2/м4;  
F – лобова площа, м2;  
Ма – повна маса автомобіля, кг;  
f0 – коефіцієнт опору кочення при малих швидкостях руху;  
Kf – коефіцієнт, що враховує зміну коефіцієнту опору кочення при збільшенні швидкості руху. 
Швидкість за кінематичними параметрами трансмісії визначається як 

тр

kN
a u

rv 



, 

 
де  N – кутова швидкість колінчастого валу двигуна в режимі максимальної потужності; 
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rk  - радіус кочення колеса;  
uтр – загальне передаточне число трансмісії на останній передачі. 
Виконуємо порівняння значень максимальної швидкості отримані за енергетичними 

можливостями двигуна і кінематичними параметрами трансмісії і обиралася менша, а результат 
заносився до табл. 2.  

У відповідності з нормативними документами показники тягово-швидкісних властивостей 
визначають на прямолінійних ділянках дороги. Характеристики розгону визначають на горизонтальних 
ділянках дороги ( 0 ), тому диференціальне рівняння руху автомобіля з бензиновим двигуном 
записується у вигляді  [1]: 

 

11
2

1 cVbVagM
dt
dV

a  ,          (5) 

де 
gMfCcgMKBbFKAa aaiiafiiii   ,, , 

 
Після розділу змінних та інтегрування правої і лівої частин диференційного рівняння 

одержимо вирази для розрахунку часу розгону автомобіля в діапазоні від початкової швидкості 

V  до кінцевої V  [1]: 

 
 

11
2

1 cVbVa
dVM a .                               (6) 

 
Даний інтеграл є табличним і вирішується в залежності від знаку дискримінанту  . 
При 04 11
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При 0  можливі два варіанти розв'язку: 
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де p  та q  - корені рівняння 011

2
1  cVbVa . 

Для визначення шляху розгону слід ліву частину диференційного рівняння (5) помножити 
та розділити на dS : 

11
2

1 cVbVaM
dt
dS

dS
dV

a 
 

Але V
dt
dS

 , тому після розділу змінних та інтегрування рівняння одержимо: 


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V
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VdVMS
11

2
1


       (7) 

 
Інтеграл цієї формули є табличним. Шлях розгону в діапазоні зміни швидкостей  VV  

визначиться: 
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Якщо урахувати, що інтеграл в цій формулі, помножений на aM ,  визначає час розгону 

  , одержимо формулу для визначення S  в такому вигляді: 
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При розрахунках часу і шляху розгону початкова швидкість на нижній передачі oV 1 , а 

кінцева 1V  відповідає номінальній кутовій швидкості двигуна N , тобто: 
 

m

N

U
V 
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У табл. 2 наведені результати розрахунку часу та шляху розгону автомобіля VW Golf V до 

максимальної швидкості з різними силовими агрегатами.  
 

Таблиця 2. 
Час та шлях розгону автомобіля VW Golf V до максимальної швидкості 

Модифікація 1.4 MPI 1.4 FSI 1.6 MPI 1.6 FSI 2.0 FSI 

Тип двигуна Бензиновий 
(MPI) Бензиновий (FSI) Бензиновий 

(MPI) Бензиновий (FSI) Бензиновий (FSI) 

Об’єм , см3 1390 1390 1595 1598 1984 
Потужність 

двигуна, к.с./кВт 
при хв-1 

75/ 55/ 5000 90/ 66/ 5200 102/ 75/ 5600 115/ 85/ 6000 150/ 110/ 6000 

Крутний момент, 
Н∙м при хв-1 126/ 3800 130/ 3750 148/ 3800 155/ 4500 200/ 3500 

Максимальна 
швидкість за 

технічною 
характеристикою, 

км/год 

164 174 184 192 206 

Максимальна 
швидкість 

розрахункова, м/с 
/ км/год 

44,654 / 
160,753 

48,067 / 
173,042 

48,305 / 
180,091 

52,266 / 
188,158 

57,067 / 
205,44 

Похибка, ΔV, % 2,01 0,55 2,17 2,04 0,27 
Час/Шлях розгону 

Передача τ, с Ѕ, м τ, с Ѕ, м τ, с Ѕ, м τ, с Ѕ, м τ, с Ѕ, м 
1-а 3,791 15,823 4,421 20,99 4,144 21,44 4,235 23,535 4,2 26,544 
2-а 4,418 57,795 4,946 72,013 4,747 74,774 4,882 82,4 4,056 74,874 
3-я 8,333 175,733 10,137 239,142 9,847 251,088 10,216 279,21 8,212 236,515 
4-а 14,534 433,702 14,918 491,349 14,954 531,791 15,942 607,945 11,114 436,025 
5-а 49,637 2017,957 53,106 2323,043 42,946 1979,673 40,209 1950,221 23,405 1153,126 
6-а - - - - - - - - 16,105 885,672 
∑ 80,713 2701,009 87,528 3146,537 76,638 2858,765 75,484 2943,312 67,092 2812,755 

Висновки. Перевірка адекватності уточненої математичної моделі для визначення тягово-
швидкісних властивостей автомобіля при використанні двигунів різної потужності на прикладі 
автомобіля VW Golf V з бензиновими двигунами різної потужності свідчить про те, що відхилення 
розрахункових максимальних швидкостей руху порівняно з приведеними в технічній 
характеристиці знаходиться в межах 0,27-2,17 %, що свідчить про високу сходимість результатів 
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ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ СТІЙКОСТІ АВТОПОЇЗДА-
КОНТЕЙНЕРОВОЗА 

 
Сахно В.П., доктор технічних наук 
Марчук Р.М. 
Онищук В.П. 
Придюк В.М. 

 
Постановка проблеми. Контейнерні перевезення вантажів – один із найбільш зручних і 

економічних видів доставки вантажів, бо вони значно зменшують транспортні витрати за умови, 
що транспортний засіб у повній мірі буде відповідати вимогам перевезень. Перевезення усіх 
контейнерів здійснюється, як правило, автомобільними поїздами контейнеровозами. Ці автопоїзди 
складаються з автомобіля-тягача (сідельного або з універсальним кузовом) і напівпричепа 
(причепа). Більш економічним є перевезення контейнерів сідельними автопоїздами у складі 
автомобіля-тягача і спеціалізованого напівпричепа. Проте при перевезеннях усіх стандартних 
контейнерів не повністю використовується нормована довжина автопоїзда (22 м). Крім того, при 
перевезеннях легких вантажів також не повністю використовується і максимально допустима маса 
автопоїзда (40-42 т).  

Одним із конструктивних рішень, за якого може бути використані повністю потенціальні 
можливості автопоїзда, є застосування шасі автомобіля-тягача з подовженою рамою, на якій 
встановлюється як 20-футовий контейнер, так і сідельно-зчіпний пристрій. Такий 
експериментальний автопоїзд, рис.1, був створений у Луцькому національному технічному 
університеті [1-2]. Для такого авітопоїзда аналітично були визначені показники стійкості у різних 
режимах руху [3-5].  

Оскільки математичне моделювання руху автопоїзда проводилося із застосуванням цілого 
ряду припущень, зокрема що стосується законів бічного відведення коліс, то метою 
експериментальних досліджень є перевірка адекватності розробленої математичної моделі і 
точності комп’ютерного моделювання. 

Основна частина. Програмою експериментальних досліджень передбачалося визначення 
показників стійкості автопоїзда-контейнеровоза при виконанні ним таких маневрів як „пряма”„рух 
по колу”, „переставка”, „ривок рульового колеса” тощо. Для цього автомобільний поїзд-
контейнеровоз був обладнаний необхідною вимірювальною та реєструючою апаратурою, яка 
включала персональний комп’ютер, аналого-цифровий перетворювач L-CARD E14-140, 
акселерометри MMA7260QR2 виробництва фірми Freescale Semiconductor, датчики переміщення 
підвіски WABCO №441 050 100 0 (працює за принципом кута повороту), датчики кута повороту 
керованих коліс та датчики кута складання ланок автопоїзда, функції яких виконує датчик 
WABCO №441 050 100 0. 

Датчики прискорень і переміщень були встановлені в характерних точках автомобіля-
тягача та напівпричепа. 

 


