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Тоді справедливість тверджень 1,2 та наслідків витікає із властивостей розкладу елементів методу базисних ма-
триць за рядками базисної матриці та співвідношень (7) та (9). 
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Висновок. Розв'язання двоїстої пари задач лінійного програмування (матричної гри у змішаних стратегіях)  
(1)–(3) та (4)–(6) на основі методу базисних матриць встановлює  властивості оптимальних розв'язків прямої та дво-
їстої задачі, зокрема вказує на властивості єдності та неєдиності.  

Після встановлення властивостей розв'язків прямої та двоїстої задач можна зробити висновки про рівноважні 
стани матричної гри (про сідлові точки задачі та їх властивості). 
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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ С ПЕРЕКЛЮЧЕНИЯМИ 

 
В настоящей работе будут рассматриваться линейные дифференциальные системы с линейными законами переклю-

чения. Получены условия устойчивости их решений. 

Ключевые слова: устойчивость, разностные системы, переключение, метод Ляпунова. 

 
Введение. Исследованию устойчивости дифференциальных и разностных систем в отдельности посвящено 

достаточно много работ. Например, можно указать [1–4]. В последнее время появился интерес к исследованию сис-

тем, описываемых одновременно и дифференциальными, и разностными системами (гибридными системами, сис-

темами с переключениями, логико-динамическими системами).  

Как правило, понятие устойчивости касается только решений систем дифференциальных и разностных уравне-

ний. В нелинейных системах решения бывают как устойчивыми, так и неустойчивыми. Поэтому понятие "устойчивая 

система" относится только к линейным системам.  
1. Устойчивость линейных систем с линейными переключениями. Рассмотрим динамическую систему, опи-

сываемую совокупностью дифференциальных и разностных уравнений. А именно, в моменты 1i it t t


  , 

0,1,2,3,...i   система описывается линейными стационарными дифференциальными уравнениями 
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   ix t A x t  ,                                                                                    (1.1) 

а в моменты 
it t  происходят переключения, которые описываются линейными разностными уравнениями 

   0 0i i ix t B x t   , 0,1,2,3,...i                                                                  (1.2) 

Под решением системы с переключениями (1.1), (1.2) будем понимать непрерывно дифференцируемую на промежут-

ках 
1i it t t


  , 0,1,2,3,...i   функцию, которая при 0,1,2,3,...i   скачкообразно изменяется согласно зависимости (1.2). 

Интерес представляет получение условий асимптотической устойчивости решений динамических систем (1.1) с 
переключениями (1.2). 

Определение 1.1. Нулевое решение системы с переключениями (1.1), (1.2) называется устойчивым по Ляпуно-

ву, если для любого решения  x t  при произвольно заданных моментах переключения 
0 1 2 ... ...kt t t t      с сис-

тем (1.1) на системы (1.2) и с (1.2) на (1.1) для произвольного 0   существует   0    такое, что для любого ре-

шения  x t  будет выполняться  x t   , 
0t t , лишь только    0x t    . 

Предварительно получим условия устойчивости системы с переключениями (1.1), (1.2), основанные на пред-
ставлении решений систем дифференциальных (1.1) и разностных (1.2) уравнений. 

Теорема 1.1. Для асимптотической устойчивости системы с переключениями (1.1), (1.2) необходимо и достаточ-

но, чтобы для произвольного 0  , произвольных моментов переключения 
0 1 2 ... ...kt t t t      и 

kt t , 

1,2,3,...k   выполнялись неравенства 
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1 1

0 0

1 1
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k i k i k i k k k i k i
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.                                          (1.3) 

Доказательство. Вычислим решение системы с переключениями, методом шагов. 
1.1. Рассмотрим первый шаг, состоящий из движения по непрерывной траектории системы дифференциальных 

уравнений 

   1x t A x t  , 
0 1t t t  .                                                                      (1.3) 

и переключения 

   1 1 10x t B x t  .                                                                           (1.4) 

Движение по закону дифференциального уравнения (1.3) описывается решением вида 

     1 0 0
A t t

x t e x


 , 
0 1t t t  . 

И в момент 
1t t  оно имеет вид 

     1 1 0

1 0
A t t

x t e x


 . 

Далее идет переключение по закону (1.3) и в момент 
1 0t t   оно равно 

     1 1 0

1 10 0
A t t

x t B e x


  . 

1.2.Рассмотрим второй шаг, также состоящий из движения по непрерывной траектории системы   

   2x t A x t  , 
1 2t t t                                                                        (1.5) 

и переключения  

   2 2 20x t B x t  .                                                                           (1.6) 

Движение по закону (1.5) описывается в виде 

     2 1

1 0
A t t

x t e x t


  , 
1 2t t t  . 

И в момент 
2t t  оно имеет вид 

           2 2 1 2 2 1 1 1 0

2 1 10 0
A t t A t t A t t

x t e x t e B e x
  

   . 

Далее идет переключение по закону (1.6) и в момент 
2 0t t   оно имеет вид 

       2 2 1 1 1 0

2 2 10 0
A t t A t t

x t B e B e x
 

  . 

Продолжая процесс дальше, получаем, что в момент 0kt t   решение системы с переключениями имеет вид 
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1
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0 0k k i k i
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x t B e x  






  . 

Если рассматривать момент времени 1k kt t t


  , то решение имеет вид 
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  . 

Таким образом, чтобы выполнялось условие устойчивости, сформулированное в определении 1.1, необходимо 

и достаточно, чтобы для произвольного 0  , произвольных моментов переключения 0 1 2 ... ...kt t t t      и kt t , 

1,2,3,...k   выполнялись неравенства 
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Отсюда следует утверждение теоремы 1.1. 
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2. Использование второго метода Ляпунова. К сожалению, условия асимптотической устойчивости, сформу-
лированные в теореме 1.1, проверяются тяжело. Они требуют явного представления решений дифференциальных 
и разностных систем и их "склейки". 

Одним из основных методов исследования устойчивости дифференциальных и разностных систем в отдельности 

является второй метод Ляпунова [1–4]. Он состоит в поиске положительно определенной функции  V x , полная про-

изводная которой в силу системы (для разностных систем – первая разность в силу системы) будет отрицательно оп-

ределенной. Для линейных систем функция Ляпунова, как правило, ищется в виде квадратичной формы   TV x x Hx . 

Очевидно, достаточным условием асимптотической устойчивости системы с переключениями (1.1), (1.2) будет 
существование единой функции Ляпунова для системы в целом. Как известно, асимптотическая устойчивость для 
каждой из дифференциальных систем (1) гарантируется наличием положительно определенной квадратичной 

формы   TV x x Hx , полная производная которой в силу каждой из систем является отрицательно определенной 

квадратичной формой. Поскольку 

   T Td
V x x A H HA x

dt
  , 

то асимптотическая устойчивость каждой из подсистем гарантируется существованием положительно определен-

ных матриц 
iC , при которых матричные уравнения Ляпунова 

T

i i i i iA H H A C   , 1,2,3,...i                                                                    (4) 

имеют решениями положительно определенные матрицы 
iH , 1,2,3,...i  . 

Для разностных систем (2), аналогично, асимптотическая устойчивость каждой из подсистем гарантируется су-

ществованием положительно определенных матриц 
iC , при которых матричные уравнения Ляпунова 

T

i i i i iB H B H C   , 1,2,3,...i   

имеют решениями положительно определенные матрицы 
iH . 

И, естественно, встает вопрос, при каких условиях существует единая матрица H , при которой соответствую-

щие матрицы  i iC A ,  i iC B  также будут отрицательно определенными [5,6]. 

2.1. Общая функция Ляпунова для дифференциальных систем.  

Приведем некоторые вспомогательные утверждения [7]. 

Лемма 2.1. Пусть матрица A  асимптотически устойчива (в смысле линейного дифференциального уравнения, 

т.е. все ее собственные числа имеют отрицательную действительную часть  Re 0i A  , 1,i n ). Тогда множество 

 AG H положительно определенных матриц H , для которых матрицы TC A H HA    также положительно опреде-

ленные, образуют выпуклый конус в пространстве n nR  . 

Доказательство. Пусть 
1H  и 

2H  две положительно определенные матрицы, при которых матрицы 

1 1 1

TC A H H A   , 2 2 2

TC A H H A    также положительно определены. А тогда при произвольном 0 1    матрица 

 1 21H H    также будет положительно определенной. Кроме того, матрица     

     1 2 1 21 1TA H H H H A          

       1 1 2 2 1 21 1T TA H H A A H H A C C           

также будет положительно определенной. Таким образом, множество положительно определенных матриц H обра-

зует выпуклое множество. Кроме того, в силу однородности, при произвольном 0      матрицы H также будут 

положительно определенными и такими, что  

     TC A H H A       TA H HA    

будут положительно определенными. Следовательно, множество  AG H  образует выпуклый конус. 

Предварительно получим достаточные условия, при выполнении которых существует единая функция Ляпунова 
для подсистем дифференциальных уравнений.  

Рассмотрим линейные стационарные дифференциальные уравнения (1.1) 

   ix t A x t  , 1,i n . 

Если матрицы 
iA , 1,i n  асимптотически устойчивые, то для произвольных положительно определенных мат-

риц 
iC , 1,i n  матричные уравнения 

T

i i iA H HA C                                                                               (2.1) 

имеют единственными решениями – положительно определенные матрицы 
iH , 1,i n . Рассмотрим алгоритм 

построения общей функции Ляпунова, т.е. нахождения положительно определенной матрицы 0H , при которой все 

матрицы 0

iC  также будут положительно определенными. 

Обозначим 
T

ij i j j iC A H H A  ,  i j .                                                                   (2.2) 
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Теорема 2.1. Пусть 
iC , 1,i n  положительно определенные матрицы и 

iH  соответствующие решения уравне-

ний Ляпунова. Если существуют постоянные 0 1i   , 1, 1i n  , при которых матрицы 

 1 1 2 1, ,... nC


     1 2 3 1 1 1 2 3 1 12... 1 ...n nC C
 

           2 3 4 1 131 ... ...n C


      

   2 1 1, 1 1 1,1 1n n n n nC C
   

     , 

 2 1 2 1, ,... nC


     1 2 3 1 21 1 2 3 1 2... 1 ...n nC C
 

           2 3 4 1 231 ... ...n C


      

   2 1 2, 1 1 2,1 1n n n n nC C
   

     . 

 1 2 1, ,...n nC


     1 2 3 1 ,1 1 2 3 1 ,2... 1 ...n n n nC C
 

           2 3 4 1 31 ... ...n nC


      

   2 1 , 1 11 1n n n n n nC C
   

     .                                                               (2.3) 

также положительно определены, то для систем (1.1) существует единая функция Ляпунова и она имеет вид 

   1 2 1, ,...T

nV x x H x


    , где 

 1 2 3 1, , ,..., nH


      

   1 2 3 1 1 1 2 3 1 2 2 3 4 1 3... 1 ... ... 1 ... ...n n nH H H
  

                 . 

                                                              2 1 1 11 1n n n n nH H
   

     .                                                              (2.4) 

Доказательство. Как следует из леммы 2.1, для асимптотически устойчивых матриц 
iA  множество положи-

тельно определенных матриц 
iH , при которых линейные комбинации T

i i iC A H HA    также положительно опреде-

лены, образуют выпуклые конусы  
iAG H , 1,i n . И общая функция Ляпунова существует тогда и только тогда, ко-

гда эти конуса имеют непустое пересечение. 

Рассмотрим первые две матрицы 
1H  и 

2H  входящие в конусы  
1AG H ,  

2AG H  и построим третью матрицу, рас-

положенную на прямой, соединяющей эти две матрицы. 

   1 1 1 1 21H H H     .                                                                     (2.5) 

Если общая функция Ляпунова для первой и второй подсистем существует, то, в силу выпуклости конусов, все-

гда имеются матрицы 
1H  и 

2H  и параметр 
10 1   , такие, что общая функция Ляпунова может быть представлен-

ной в виде (2.5). 

Рассмотрим третью подсистему. Если она асимптотически устойчива, то существует матица 
3H , входящая в ко-

нус положительно определенных матриц  
3AG H . Построим матрицу  1 2,H    расположенную на отрезке прямой, 

соединяющей  1H   и 
3H : 

     1 2 2 1 2 3, 1H H H         

       2 1 1 1 2 2 3 1 2 1 1 2 2 2 31 1 1 1H H H H H H                 , 
20 1   . 

Рассмотрим четвертую подсистему. Если она асимптотически устойчива, то существует матица 
4H , входящая в 

 
4AG H . Построим матрицу  1 2,H    расположенную на отрезке прямой, соединяющей  1H   и 

3H : 

     1 2 3 3 1 2 3 4, , , 1H H H           

     3 1 2 1 1 2 2 2 3 3 41 1 1H H H H               

     1 2 3 1 1 2 3 2 2 3 3 3 41 1 1H H H H             . 

Рассмотрим последнюю n  подсистему. Аналогично получим 

 1 2 3 1, , ,..., nH


      

   1 2 3 1 1 1 2 3 1 2 2 3 4 1 3... 1 ... ... 1 ... ...n n nH H H
  

                 . 

   2 1 1 11 1n n n n nH H
   

     . 

Получим условия, при выполнении которых полученная матрица будет общей для всех подсистем. 
Условием того, что полученная таким образом матрица будет матрицей функции Ляпунова для первой подсис-

темы, есть положительная определенность матрицы 

     1 1 2 1 1 1 2 1 1 2 1 1, ,... , ,..., , ,...,T

n n nC A H H A
  

              

     1 2 3 1 1 1 1 1 1 2 3 1 1 2 1... 1 ...T T

n nA H H A A H HA
 

              

   2 3 4 1 1 3 3 11 ... ...T

n A H H A


        

       2 1 1 1 1 1 1 1 11 1T T

n n n n n n nA H H A A H H A
    

       . 

Поскольку первое выражение определяется уравнением Ляпунова для первой подсистемы, то 

 1 1 2 1, ,... nC


       1 2 3 1 1 1 2 3 1 1 2 2 1... 1 ... T

n nC A H H A
 

            

   2 3 4 1 1 3 3 11 ... ...T

n A H H A


        

       2 1 1 1 1 1 1 1 11 1T T

n n n n n n nA H H A A H H A
    

       . 
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Аналогично, можно получить, что условием того, что полученная матрица будет матрицей функции Ляпунова 
для второй подсистемы, будет положительная определенность матрицы 

     2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 2, ,... , ,..., , ,...,T

n n nC A H H A
  

              

     1 2 3 1 2 1 1 2 1 2 3 1 2 2 2 2... 1 ...T T

n nA H H A A H H A
 

              

   2 3 4 1 2 3 3 21 ... ...T

n A H H A


         

       2 1 2 1 1 2 1 2 21 1T T

n n n n n n nA H H A A H H A
    

       . 

Или 

 2 1 2 1, ,... nC


       1 2 3 1 2 1 1 2 1 2 3 1 2... 1 ...T

n nA H H A C
 

            

   2 3 4 1 2 3 3 21 ... ...T

n A H H A


         

       2 1 2 1 1 2 1 2 21 1T T

n n n n n n nA H H A A H H A
    

       . 

Для последней подсистемы получаем 

 1 2 1, ,...n nC


         1 2 3 1 1 1 1 2 3 1 2... 1 ...T T

n n n n n nA H H A A H HA
 

             

   2 3 4 1 3 31 ... ...T

n n nA H H A


             2 1 1 1 11 1T

n n n n n n n nA H H A C
    

      . 

Обозначим 
T

ij i j j iC A H H A  ,  i j . 

Тогда                     1 1 2 1, ,... nC


     1 2 3 1 1 1 2 3 1 12... 1 ...n nC C
 

           2 3 4 1 131 ... ...n C


      

   2 1 1, 1 1 1,1 1n n n n nC C
   

     , 

 2 1 2 1, ,... nC


     1 2 3 1 21 1 2 3 1 2... 1 ...n nC C
 

           2 3 4 1 231 ... ...n C


      

   2 1 2, 1 1 2,1 1n n n n nC C
   

     . 

………………………………………………………………………….. 

 1 2 1, ,...n nC


     1 2 3 1 ,1 1 2 3 1 ,2... 1 ...n n n nC C
 

           2 3 4 1 31 ... ...n nC


      

   2 1 , 1 11 1n n n n n nC C
   

     . 

Отсюда следует утверждение теоремы 2.1. 
2.2. Единая функция Ляпунова для разностных подсистем. Получим достаточные условия, при выполнении 

которых существует единая функция Ляпунова для подсистем разностных уравнений. Рассмотрим уравнения (1.2) 

   1 ix k B x k  , 0,1,2,3,...k  , 1,i n . 

Если матрицы 
iB , 1,i n  асимптотически устойчивые, т.е.   1i jB  , 1,i n , 1,j n  то для произвольных по-

ложительно определенных матриц 
iC , 1,i n  матричные уравнения 

T

i i iB HB H C                                                                                 (2.6) 

имеют единственными решениями – положительно определенные матрицы 
iH , 1,i n . Рассмотрим алгоритм по-

строения общей функции Ляпунова,  

Лемма 2.2. Пусть матрица B  асимптотически устойчива (в смысле линейного разностного уравнения, т.е. все ее 

собственные числа матрицы B  по модулю меньше единицы, или   1i A  , 1,i n ). Тогда множество  BS H поло-

жительно определенных матриц H , для которых матрицы TH B HB  также положительно определенные, образуют 

выпуклый конус в пространстве n nR  . 

Доказательство. Пусть 
1H  и 2H  две положительно определенные матрицы, при которых матрицы 

1 1 1

TC H B H B  , 2 2 2

TC H B H B   также положительно определены. А тогда при произвольном 0 1    матрицы 

 1 21H H    также будут положительно определенными. Кроме того, матрица     

     1 2 1 21 1TH H B H H B         

       1 1 2 2 1 21 1T TH B H B H B H B C C           

также будет положительно определенной. Таким образом, множество положительно определенных матриц H  об-

разует выпуклое множество. Кроме того, в силу однородности, при 0    матрицы H также будут положительно 

определенными и такими, что  

     TC H B H B      TH B HB    

также положительно определены. Следовательно, как и в лемме 2.1., множество  BS H  образует выпуклый конус. 

Обозначим 

ij j i j iC H BH B  ,  i j .                                                                        (2.7) 

Теорема 2.2. Пусть 
iC , 1,i n  положительно определенные матрицы и 

iH  соответствующие решения уравне-

ний Ляпунова. Если существуют постоянные 0 1i   , 1,i n , при которых матрицы 
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 1 1 2 1, ,... nC


     1 2 3 1 1 1 2 3 1 12... 1 ...n nC C
 

           2 3 4 1 131 ... ...n C


      

   2 1 1, 1 1 1,1 1n n n n nC C
   

     , 

 2 1 2 1, ,... nC


     1 2 3 1 21 1 2 3 1 2... 1 ...n nC C
 

           2 3 4 1 231 ... ...n C


      

   2 1 2, 1 1 2,1 1n n n n nC C
   

     . 

 1 2 1, ,...n nC


     1 2 3 1 ,1 1 2 3 1 ,2... 1 ...n n n nC C
 

           2 3 4 1 31 ... ...n nC


      

                               2 1 , 1 11 1n n n n n nC C
   

     .                                                                (2.8) 

также положительно определены, то для систем (1) существует единая функция Ляпунова и она имеет вид 

   1 2 1, ,...T

nV x x H x


    , где 

 1 2 3, , ,..., nH       

   1 2 3 1 1 1 2 3 1 2 2 3 4 1 3... 1 ... ... 1 ... ...n n nH H H
  

                 . 

                                                             2 1 1 11 1n n n n nH H
   

     .                                                             (2.9) 

Доказательство. Схема доказательства теоремы 3 аналогична схеме доказательства предыдущей теоремы. Как сле-

дует из леммы 2.2, для асимптотически устойчивых матриц 
iB  множество положительно определенных матриц 

iH , при 

которых линейные комбинации T

i i iC H B HB   также положительно определены, образуют выпуклые конусы  
iBG H , 

1,i n . И общая функция Ляпунова существует тогда и только тогда, когда эти конуса имеют непустое пересечение. 

Рассмотрим матрицы 
1H  и 

2H  водящие в первые два конуса  
1BS H ,  

2BS H  и построим третью матрицу, рас-

положенную на прямой, соединяющей эти две матрицы. 

   1 1 1 1 21H H H     .                                                                      (3) 

Если общая функция Ляпунова для первой и второй подсистем существует, то, в силу выпуклости конусов, все-

гда имеются матрицы 
1H  и 

2H  и параметр 
10 1   , такие, что общая функция Ляпунова может быть представлен-

ной в виде (3). 

Рассмотрим третью подсистему. Если она асимптотически устойчива, то существует матица 
3H , входящая в ко-

нус положительно определенных матриц  
3AG H . Построим матрицу  1 2,H    расположенную на отрезке прямой, 

соединяющей  1H   и 
3H : 

     1 2 2 1 2 3, 1H H H         

       2 1 1 1 2 2 3 1 2 1 1 2 2 2 31 1 1 1H H H H H H                 , 
20 1   . 

Рассмотрим последнюю n  подсистему. Аналогично случаю дифференциальных систем получим 

 1 2 3 1, , ,..., nH


      

   1 2 3 1 1 1 2 3 1 2 2 3 4 1 3... 1 ... ... 1 ... ...n n nH H H
  

                 . 

   2 1 1 11 1n n n n nH H
   

     . 

Получим условия, при выполнении которых полученная матрица будет общей для всех подсистем. 
Условием того, что полученная матрица будет матрицей функции Ляпунова для первой подсистемы, есть поло-

жительная определенность матрицы 

     1 1 2 1 1 2 1 1 1 2 1 1, ,... , ,..., , ,...,T

n n nC H B H B
  

             

     1 2 3 1 1 1 1 1 1 2 3 1 2 1 2 1... 1 ...T

n nH B H B H B H B
 

              

   2 3 4 1 3 1 3 11 ... ...T

n H B H B


        

      2 1 1 1 1 1 1 1 11 1n n n n n n nH B H B H B H B
    

       . 

Поскольку первое выражение определяется уравнением Ляпунова для первой подсистемы, то 

 1 1 2 1, ,... nC


       1 2 3 1 1 1 2 3 1 2 1 2 1... 1 ...n nC H B H B
 

            

   2 3 4 1 3 1 3 11 ... ...T

n H B H B


        

       2 1 1 1 1 1 1 1 11 1 T

n n n n n n nH B H B H B H B
    

       . 

Далее, условием того, что полученная матрица будет матрицей функции Ляпунова для второй подсистемы, бу-
дет положительная определенность матрицы 

     2 1 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2, ,... , ,..., , ,...,T

n n nC H B H B
  

             

     1 2 3 1 1 2 1 2 1 2 3 1 2 2 2 2... 1 ...T T

n nH B H B H B H B
 

              

   2 3 4 1 3 2 3 21 ... ...T

n H B H B


         

       2 1 1 2 1 2 1 2 21 1T T

n n n n n n nH B H B H B H B
    

       . 

Или 

 2 1 2 1, ,... nC


       1 2 3 1 2 1 1 2 1 2 3 1 2... 1 ...T

n nA H H A C
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   2 3 4 1 2 3 3 21 ... ...T

n A H H A


         

       2 1 2 1 1 2 1 2 21 1T T

n n n n n n nA H H A A H H A
    

       . 

Для последней подсистемы получаем 

 1 2 1, ,...n nC


         1 2 3 1 1 1 1 2 3 1 2... 1 ...T T

n n n n n nA H H A A H HA
 

             

   2 3 4 1 3 31 ... ...T

n n nA H H A


             2 1 1 1 11 1T

n n n n n n n nA H H A C
    

      . 

Обозначим 
T

ij j i j iC H B H B  ,  i j . 

Тогда 

 1 1 2 1, ,... nC


     1 2 3 1 1 1 2 3 1 12... 1 ...n nC C
 

           2 3 4 1 131 ... ...n C


      

   2 1 1, 1 1 1,1 1n n n n nC C
   

     , 

 2 1 2 1, ,... nC


     1 2 3 1 21 1 2 3 1 2... 1 ...n nC C
 

           2 3 4 1 231 ... ...n C


      

   2 1 2, 1 1 2,1 1n n n n nC C
   

     . 

………………………………………………………………………….. 

 1 2 1, ,...n nC


     1 2 3 1 ,1 1 2 3 1 ,2... 1 ...n n n nC C
 

           2 3 4 1 31 ... ...n nC


      

   2 1 , 1 11 1n n n n n nC C
   

     . 

И получаем утверждение теоремы 2.2. 
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ADAPTIVE CONTROL OF LYAPUNOV EXPONENTS 

 
A new approach to adaptive control of local Lyapunov exponents is considered. A numerical optimization algorithm to determine the 

spectrum of Lyapunov exponents from the observed noise time series of a single variable is proposed. The approach is tested on non-
linear lattice with known Lyapunov spectra. 
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1. Optimization approach to estimation of  Lyapunov exponents 

Let us consider an observed trajectory  x t , which can be considered as a solution of a certain dynamical system: 

 x F x ,                 (1) 

where nu U R  , x M  – smooth manifold, and is defined in a d-dimensional space. On the other hand, the evolution of 

the tangent vector   in a tangent space at  x t  is represented by linearizing Eq. (1), 


