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ВАРІАНТИ ІНВЕРСНИХ НАПІВГРУП СКІНЧЕННОГО РАНГУ 

Нехай S – інверсна напівгрупа, напіврешітка ідемпотентів якої має скінчену довжину. Для фіксованого елемента c
визначимо на S операцію c∗ згідно правила cx y xcy∗ = , а множину S з операцією c∗ , яка є напівгрупою, позначимо 

через ( ), cS ∗ . Для ( ), cS ∗ знайдено необхідні і достатні умови того,що ( ) ( ), ,a bS S∗ ≅ ∗ .

Let  S be an inverse semigroup whose semilattice of idempotents is of finite length. For fixed element  c from  S defines 

operation c∗ on S via cx y xcy∗ = . The set S with operation c∗ is, obviously, a semigroup which we denote by ( ), cS ∗ .

Necessary and sufficient conditions in order that ( ) ( ), ,a bS S∗ ≅ ∗ are founded.
1. Вступ.

����� S – �������� ����������. ���������� ������� a S∈ � �и����и�� ���� ������� �������� a∗ ������ ����и�� 

.ax y xay∗ = ����� �������и�и, �� �������� a∗ � �������и����. ���������� ( ), aS ∗ ���и������� ��������� ��������-

�и .S
���� � �������и���и� �и����, ��� �и�и��� ��и �и������ ��������� ���������и, ������������ ���и� �и���: ����� 

a � b – �������и ���������и S . �� ��и� ���� ���������и ( ), aS ∗ � ( ), bS ∗ ������ ��������и�и? � �и����� �������-

��� ��������� �и����и���� ���������и (���� ������������ ����� nIS ) ��������� �� �� �и����� ���� � [4, ������� 1]. 
����������� ��:
Результат [4, ������� 1] ���������и ( ),nIS α∗ � ( ),nIS β∗ ��������� ���� � �����и ����, ���и ( ) ( ) .rank rankα = β

� ����� ������� ���и���� ������������ ��������� �и�� ����������. ������� ���������и ����� ������ ���������� 
� [5]. 

1. Означення, термінологія і формулювання потрібних результатів 
������������ E ���и����� ������������� ���������� ����и�и, ���� ����� ���� ���������� �и��� n , �� ����и�� 

����-����� �������� �����������и E �� �����и��� n .
����� P – ������������ ����и�� ���������� ����и�и � �������и� ��������� 0. ����и�� ����и������-�� �� 

��������� ��������� ��������, �� �’����� 0 � ������� x , ���и������� �и����� �������� x � ������������ ����� 

( )h x .

����� S – �������� ����������, 0N – ����и�� ���� �����’���и� ���и� �и���. ������� 0:rank S N→ ���и����� 

�������� �� ���������� S , ���� ��� ����-��и� ��������� ,a b S∈ �и��������� ���������� 

( ) ( ) ( ){ }min , .rank a b rank a rank b⋅ ≤  �и��� ( )rank x ���и������� ������ �������� x .

����� S – �������� ����������, ������������ ������������ ���� ��� ��������� ����и��. ������� 

( ) ( )1rank a h aa−= , �� ( )1h aa− – �и���� ����������� 1aa− � ������������ ������������ ���������и S , � �������� 

(�и�. [2]). � ����� ������ �и���и���������� ������� ����� �������� ��������� ���������и ���� � ������ �����.
������и��, �� ��� ���������� �и����и���� ��������� ���������и ������� ����� ������������ ������ ����и����� 

��������� � ���������, ��������������� �и��, – ����������. ���������� ���������� ��� ����� � ��� ( )PAut V –

���������и ���� �������и� ������������� ����������и������� ���������� �������� V .
�������и�� ����� �����и����� �������� ������� (�и�. [2]), ��� ������ �и���и���������� ��� ���������и� ���и����:

���� S – �������� ����������, ������������ ������������ ���� ��� �������� ����и��, �� ��� �������и� ,a b S∈ ��-
��� ����� ���� �����и�����:

1)  ���� a b< , �� ( ) ( )rank a rank b< , �� ����� a b< ��������� �����и� ��������и� ������� �� ��������� �����-

����� S ;

2)  ��� ������� �������� a S∈ ��� ����� �������� ( )rank a = ( ) ( ) ( )1 1 1 .rank a rank aa rank a a− − −= =  

����и�� ���� ������������ ���������и ( ),S o ������������ ����� ( ),E S o . ��� ���� ��������� ������� � ������ �����-
���� ����� �����и � ���������� [3]. 

2. Основний результат 
�������� �������� �������� ���.
Лема 1. ���� a – ���������� ��������� ���������и ( ),S ⋅ , �� ( ) ( ), ,aE S E S∗ ⊆ ⋅ .

Доведення. ����� ( ), ax E S∈ ∗ , ���� xax x= . ���� 1axa x−= � ( ),xa E S∈ ⋅ . �����и 1x axa aaxa− = = =
1.ax−= ���и� �и���, ( ), .x xa E S= ∈ ⋅

Лема 2. ���� a – ���������� ��������� ���������и ( ),S ⋅ , �� ( ) { }, :aE S x x a∗ = ≤ , �� ���������� ≤ � ��������и� 

�������� �� ( ),S ⋅ .

© В.Дереч, 2008 



Доведення. ����� ( ), ax E S∈ ∗ . ���� xax x= . ������ ���и 1 ������� x � ������������ ���������и ( ),S ⋅ , � ���� 

x xax xa= = , ����� x a≤ . ������и, ���� x a≤ , �� xa x= , �����и xax x= , ����� ( ), ax E S∈ ∗ .

Лема 3. ���� a – ���������� ��������� ���������и ( ),S ⋅ , �� �� ����и�� ( ), aE S ∗ �������� a∗ � ⋅ ����������.

Доведення. ����� ( ), , ax y E S∈ ∗ . ���� ax y xay∗ = . �������и ������ ���и 2 x xa= , �� .ax y xay xy∗ = =  

Лема 4. ���� a – ���������� ��������� ���������и ( ),S ⋅ , �� ����-��� ��� ����������и ���������и ( ), aS ∗ ������-
���.
Це твердження б������������ �и��и��� � ���и 3. 
Лема 5. ����� ( ),S ⋅ – �������� ���������� ����������� �����, ( ), ,a b E S∈ ⋅ . ���� ���������и ( ), aS ∗ � ( ), bS ∗

���������, �� ( ) ( )rank a rank b= .

Доведення. � ���и 4 �и��и���, �� ����и�и ( ), aE S ∗ � ( ), bE S ∗ � ��������������и ���������� ��������� ( ), aS ∗ �

( ), bS ∗ . �������и �� ������ ���������и ( ), aS ∗ � ( ), bS ∗ ���������, �� ��������� � ������������и �� ������������,

����� ( ) ( ), ,a bE S E S∗ ≅ ∗ .

������ ���и 2 ( ) { }, :aE S x x a∗ = ≤ � ( ) { }, :bE S x x b∗ = ≤ , �� ≤ – ��������и� ������� �� ��������� ���������� 

( ),S ⋅ . �������и ������ ���и 3 �������� a∗ �� ����и�� ( ), aE S ∗ ���������� � ��������� ⋅ , � �������� b∗ �� ����и�� 

( ), bE S ∗ ���������� � ��������� ⋅ , �� ����и�и { }:x x a≤ � { }:x x b≤ ��������� �� ������������ ����и�и. �����и 

�и��и���, �� ( ) ( )h a h b= , �� ( )h a – �и���� ����������� a . ����, ������ ��������� ����� ���-

�� ( ) ( )rank a rank b= .

Теорема 1. ����� �������и� ������ S � ������ �������и� ��������� G ����������� ���� ����и:
1)  ������������ ������������ ������� S ��� ��������� ����и��;
2)  �����и ������� S ������� ������������ �������� ���������;
3)  ��� ����-����� x S∈ ����� ���и� ������� g G∈ , �� x g≤ .

���� ��� ����-��и� a � b ���������и ( ), aS ∗ � ( ), bS ∗ ��������� ���� � �����и ����, ���и ( ) ( )rank a rank b= .

Доведення. ����� �������и ,a b S∈ ����, �� ( ) ( )rank a rank b= . ���� SaS SbS= (�и�. [2], ������� 2). ���� ��-

����� ���� �������и u � v , �� uav b= . ���и���� ������� �������� � �и����� 1 1uaa aa av b− − = . ������и�� 1uaa−

����� x � 1a av− ����� y . ��������, �� ( ) ( )rank x rank y= = ( ) ( )rank a rank b= . �������,

( ) ( ) ( ) ( )1 1rank x rank uaa rank aa rank a− −= ≤ = . ���� ��и����и�и, �� ( ) ( )1rank uaa rank a− < , �� ( )rank a =

( )rank b= = ( ) ( ) ( )1 1 1rank uaa aa av rank uaa rank a− − −≤ < . ����� ������������. ����, ( ) ( ) ( )rank x rank a rank b= = .

����������, ( ) ( ) ( )rank y rank a rank b= = . ���и� �и��� xay b= , ��и���� ( ) ( ) ( )rank x rank y rank a= = . �����и 
�и��и���, �� 

1 1x x aa− −= (1) 
�

1 1yy a a− −= . (2) 

������, ��и����и��, �� 1 1x x aa− −≠ . �������и ( ) ( )1 1 ,rank x x rank aa− −= �� 1 1 1x xaa aa− − −< . ����,

( ) ( )1 1 1 .rank x xaa rank aa− − −< ����, ( ) ( )rank b rank xay= = ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1rank xx xaa ay rank x xaa rank aa− − − − −≤ < =

( )rank a= . ���и���и ������������. ���������� �����и���� ��������и����� �������� (2).  
������ ����и 3) ������и 1 ������� ���� �������� �������и g G∈ � q G∈ , �� x g≤ � y q≤ . ���� 

1 1xx gx− −= (3) 
�

1 1y y y q− −= . (4) 

������ ��������� (1), (3) ����� 1xa xx xa−= = 1gx xa− = 1gaa a− = ga . ����� 
xa ga= . (5) 

���������� � ��������� (4) � (2) ���и����� 1ay ayy y−= = 1ayy q− = 1aa aq aq− = .
����� 

ay aq= . (6) 

�и���и�������и �������� (5) � (6), ��������� 1 1 .b xay xaa ay gaa aq gaq− −= = = =  ����, .b gaq=



����, �� � ������ [4, ������� 1] �и����и�� ������������ �� ��������� �������� ( ) 1 1F x q xg− −= . ����� �������и�и,

�� ������������ F � ������������ ��� �����������и ( ), aS ∗ � ( ), bS ∗ .

�������� ����� �������� ����������. ����� ( ) ( ), ,a bS S∗ ≅ ∗ . �������и ( ) ( )1rank aa rank a− = , �� ������ ����-

������ �и�� ( ) ( )1, ,a aaS S −∗ ≅ ∗ . ����������, ������ ( ) ( )1rank bb rank b− = , �� ( ) ( )1, ,b bbS S −∗ ≅ ∗ . �����и �и��и���,

�� ( ) ( )1 1, ,aa bbS S− −∗ ≅ ∗ . �������и 1aa− � 1bb− – ����������и, �� ������ ���и 5 ( ) ( )1 1rank aa rank bb− −= . ���и� �и-

��� ( ) ( )1rank a rank aa−= = ( ) ( )1rank bb rank b− = .

3. Наслідки 

����� V – ����������и����и� ������и� �������. ������и�� ����� ( )PAut V �������� ���������� ���� �������и� 

������������� ��������� �������� V �������� ��и������ �������� ������и��� ������и� ���������. ������, �� �����и 
���������и ( )PAut V ������� ������������ �������� ���������. ����и�����и�� ����� �����и�и ����и��и�и �����-
���и �������� ������и, ����� �������и, �� �и��������� ����� 3) ������и 1. ���и� �и���, ����� 
Наслідок 1. ���������и ( )( ),*PAut V α � ( )( ),*PAut V β ��������� ���� � �����и ����, ���и ( )rank α = ( )rank= β .

����� { } ( )1 2, , ..., 2mA A A m ≥ – �������� ���’� �����������и� ����и�, ��и���� i jA A∩ = ∅ , ���� i j≠ . �����-

������� �������� ���������� �������и� ������� ���������и� ����������� �� ����и�� 
1

m

i
i
A

=
U �������и� �и���:

1) ���������� ����� ����� ������� 1G �� ����и�� 1A ;

2) ��� ������� ( )1kA k ≠ �������� ������� 1:k kA Aϕ → .

����������, �� ��������� ����и��� { }1 1 1
1 2 3 2 3, , ..., , , , ...,m mG − − −∪ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ , ������и�� ����� I . ����и���, �� 

������� ������������ �����и�� I � � ����� ���������и I .
����� �������и�и, �� ���������� I ��� ���� �����и�����:
1) ���� f I∈ , �� 1f I− ∈ ;

2) ���� f I∈ � f ≠ ∅ , �� ( )dom f � ( )im f (��� ( )dom f � ( )im f ���������� ������� �и�������� � ����и�� 

������� ������������ f ) �������� ��������� { }: 1, 2, ...,iA i m= ;

3) ��� ����-��и� kA � rA , �� �������� ��������� { }: 1, 2, ...,iA i m= , ����� ���� ������������ Iψ∈ , �� 

( ) kdom Aψ = � ( ) rim Aψ = .

����� �������и�и, �� ���������� I � ������ 0-������� ��������� �����������, ����� ����������� �������. �����-
�и�� ����� ( )IΩ �������� ������ ���������и I . ������ [6, �. 209], �� �������� ������ ��������� ���������и � �����-

���� �����������. � ��������� ���������� ������ [1] �и��и���, �� ���������� ( )IΩ � ������������� ���������и I �

�и����и���� ���������� ���� �������и� ����������� ����и�и 
1

m

i
i
A

=
U . ����� ��� ����� ��������и, �� �������и �����-

����и ( )IΩ � ������� ���������и�и �������������и ����и�и 
1

m

i
i
A

=
U , ����� � ��и� � ��’�������� ����������� �

���������и I . �����и �и��и���, �� ����и� ���������� ���������и ( )IΩ � ��’�������� ������и� ����������� ���-

�и�, �� �������� ��������� { }: 1, 2, ...,iA i m= . ���� ��������� ������������ ���������и ( )IΩ ��������, � ���� �����-

����� ( )IΩ ����������� ����� 1) ������и 1. ����, ������� ( )Iψ∈Ω  � �������и� ���� � �����и ����, ���и 

( ) ( )
1

m

i
i

dom im A
=

ψ = ψ = U . �����и �и��и���, �� ���������� ( )IΩ ����������� ����� 3) ������и 1. ���� ���� ����� 

�������и, �� �����и ���������и ( )IΩ ������� ������������ �������� ���������. ���и� �и���, �������� ���������� 

( )IΩ ����������� ��� ����и ������и 1. ���� ��� ����� ���� ����������.

Наслідок 2. ���������и ( )( ),I αΩ ∗ � ( )( ),I βΩ ∗ ��������� ���� � �����и ����, ���и ( ) ( )rank rankα = β .

�������, ���� 1G � �������������� ������, �� ( )IΩ ��������� �и����и���� ��������� ���������� �� ����и�� 

{ }1, 2, ...,m . �����и �и��и��� ������� 1 �� ������ [4]. 



Наслідок 3. ����� S – �������� ���������� ��������� ����и�и. ��� ����-��и� ,a b S∈ ( ) ( ), ,*a bS S∗ ≅ ���� � ����-
�и ����, ���и S – �����.

Доведення. ���� S – �����, ��, ����и���, �� ���� ����������� ��� ����и ������и 1. ����и���, �� ��� �������и 
����и ����� ������и� ����. ����, ������ ������и 1 ��� ����-��и� ,a b S∈ ( ) ( ), ,*a bS S∗ ≅ .

����� ����� S – �������� ���������� ��������� ����и�и ����, �� ��� ����-��и� ��������� ,a b S∈

( ) ( ), ,*a bS S∗ ≅ . ��������, �� S � ������. �������и �� ������ ���������� S ��� �������� ����и��, �� ����������-
�� �� ������������ ����и�� �������и� ������� e . ��������, �� ���������� e ��и�и� � ��������� ���������� S .

����и�������� ������� ��� ������и����� � ��и����и��, �� ���������� S ����и�� ��и������ �� ��и� ���������� f .

���������� ���������и ( ), eS ∗ � ( ),* fS . ������ ���и 2 ( ) { } { }, eE S x x e e∗ = ≤ = � ( ) { },* fE S x x f= ≤ . ���� ���-

�и�� ( ), eE S ∗ �������������, � ����и�� ( ), fE S ∗ ����и�� ��и������ ��� �������и e � f . ������ ��и������� 

���������и ( ), eS ∗ � ( ),* fS ���������, � �������и ��и ����������� ���������� �������и�� � ����������, �� ����� 

������������. ���и� �и��� �������� ���������� S ����и�� ����� ��и� ����������. �����и ����� �и��и��� (�и�. ��-
��и����, [6, �.88]), �� S – �����.

4. Приклади 

���и����и ��������� ����� 1) ������и 1, �� ��и������ ��������, �� ����и 2) � 3) � ������и�и.

Приклад 1. ���������� ������������ ����и�� { }1 2 3< < . ������и�� ����� 3IO �������� ���������� ���� ����-

���и� ��������и� ��’����� ����и�и { }1 2 3< < . ����� �������и�и, �� ��� ���������и 3IO �и��������� ����� 2), ��� 

�� �и��������� ����� 3). ������и�� ������� 3
1
1

IO 
∈ 

 
 ����� α , � ������� 3

2
2

IO 
∈ 

 
 ����� β . ������ ���и 2 

( ) { }3 , ,E IO α∗ = ∅ α � ( ) { }3 , ,E IO β∗ = ∅ β . ��������, �� ���������и ( )3 ,IO α∗ � ( )3 ,IO β∗ �� � ��������и�и. ���-

�и�������� ������� ��� ������и����� � ��и����и��, �� ����� ���������� f ��� �����������и ( )3 ,IO α∗ � ( )3 ,IO β∗ .

����, ����и���, ( )f α = β . ����и� ����������� ����� �������и�и, �� ����� ����� 6 ���и� ��������� ( )3 ,x IO α∈ ∗ ,

�� 2x = α � ����� 4 ���и� ��������� ( )3 ,y IO β∈ ∗ , �� 2y = β . ����� ������������. ���и� �и��� ����� 3) ������и 

1 � ��������.

Приклад 2. ���������� �������� ���������� �������и� ��’����� ����и�и { }1, 2, 3 :

1 2 1 3 2 1 2 1 2 1 2 3 1 2 3
, , , , , , , ,
1 2 2 3 1 1 2 2 1 1 2 3 2 1 3

S
                   = ∅                  
                   

. ����� �������и�и, �� 
3

,
3

A
   = ∅  
   

�

1 2 1 2
, , , ,
1 2 2 1

B
         = ∅        
         

� �������и ���������и S , ��и���� A B⊄ � B A⊄ . ����� �����и ���������и S �� ����-

����� �������� �������� ���������. ����и���, �� 
1 2 3 1 2 3

,
1 2 3 2 1 3

G
     =     
     

� ������ �������и� ��������� �����-

����и S . ����� �������и�и, �� ��� ���������и S �и��������� ����� 3). ����� 
1
2

 
α =  

 
�

3
3
 

β =  
 

. ����и���, �� 

( ) ( )rank rankα = β . ����� �������и�и, �� ���������� ( ),S β∗ ����и�� ����� 7 ���и� ��������� ρ , �� βρ∗ ρ = ∅ , �

���������� ( ),S α∗ ����и�� ����� 5 ���и� ��������� ω , �� αω∗ ω = ∅ . ����, ���������и ( ),S α∗ � ( ),S β∗ �� � ���-

�����и�и. ���и� �и���, ����� 2) ������и 1 � ��������.

5. Висновки 

�и������ ��������� ���������и �������� ���������и ��������� ���������� ��� ��������� �и������ �����-����и. �
����� ������� ����������� ��и� �����и� ��������� [4, ������� 1] � ��������� ���� ������������ ������� ���� ������и 
��� �������и� ��������� ����������� �����.
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