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РІВНОМІРНА ЗБІЖНІСТЬ З ІМОВІРНІСТЮ ОДИНИЦЯ ВЕЙВЛЕТ РОЗКЛАДУ ОДНОГО 
КЛАСУ ПЕРЕДГАУССОВИХ ВИПАДКОВИХ ПРОЦЕСІВ 

Отримано умови рівномірної збіжності з імовірністю 1 вейвлет розкладів Θ -передгауссових випадкових процесів.

Conditions of uniform convergence with probability one of wavelet expansions of Θ -pre-Gaussian random processes de-
fined on the space R are presented. 

1. ����� 

Актуальною є задача про різноманітні розклади випадкових процесів за системами функцій. В [5] була викорис-
тана загальна теорема про рівномірну збіжність вейвлет розкладів на скінченних інтервалах для функцій, які мають 
деякий степінь росту на нескінченності, для вивчення умов рівномірної збіжності з імовірністю один вейвлет розкла-
дів ϕ -субгауссових випадкових процесів. Становить інтерес узагальнення цих результатів для нових класів випад-
кових процесів.

В статті отримано умови рівномірної збіжності вейвлет розкладів іншого класу випадкових процесів - Θ -
передгауссових. Спочатку розглядаються умови рівномірної збіжності на скінченному інтервалі вейвлет розкладів 
невипадкових функцій, які мають деяку степінь росту на нескінченності [1]. Потім ці умови пов’язуються з Θ -
передгауссовими випадковими процесами для отримання умов рівномірної збіжності з імовірністю 1 вейвлет роз-
кладів випадкових процесів на скінченних інтервалах.

2. ������� ��������� � ������� ������� 
Нехай ( ) ( )2x L Rφ ∈ - деяка функція для перетворення Фур’є ( )ˆ yφ , для якої виконуються умови: 0(0)ˆ ≠φ , )(ˆ yφ

неперервна в точці 0 і майже скрізь 1=|)2(ˆ| 2
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функцію )(xψ , яка є оберненим перетворенням Фур’є функції 
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Нехай φ є f -вейвлетом. Кажуть [1], що виконується умова S для φ , якщо існує така незростаюча функція 

( )xΦ , 0x ≥ , для якої (| |) <
R

x dxΦ +∞∫ і справджується нерівність |)(||)(| xx Φ≤φ . В подальшому суттєво викорис-

товується такий результат [5]. 
������� 1. Нехай виконується умова S для f -вейвлету φ та m -вейвлету ψ , що відповідає φ ; ( )c x ,

Rx∈ - така опукла функція, що: а) 1>)(xc , R∈x ; б) )(xc зростає для 0>x ; в)
R
( ) (| |) <c x x dxΦ +∞∫ ; г) існує така 

додатна функція ( )y t , 0t > , що для досить великих x : ( ) ( ) ( )c kx c x y k≤ , де 0>k - деяка константа.

Якщо ( )f x , Rx∈ , є такою вимірною на R функцією, що )(|<)(| xcxf для R∈x і )(xf неперервна на кожно-

му інтервалі ),(],[ ba⊂βα , +∞−∞ <<< ba , то тоді рівномірно на кожному інтервалі ),(],[ ba⊂βα
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3. ������� ������� ��� Θ -������������� �и������� ������и 
Нехай ),,( PFΩ стандартний імовірнісний простір. Випадкову величину )(= ωξξ , 0=ξE , називають передгаус-

совою, якщо існують такі числа 0>H і 0>a , що нерівність 
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22aE виконується для всіх 

),( HH−∈λ . Клас передгауссових випадкових величин, визначених на стандартному імовірнісному просторі позна-

чають )(Prg Ω .

��������� 1 [2]. Випадковий процес називається передгауссовим, якщо всі випадкові величини )(tX , Tt∈ є
передгауссовими.

Нехай ( )= ( ),X X t t T∈ є передгауссовим випадковим процесом. Позначимо 

.,)),()((),()),(()(1 TstsXtXsttXt ∈−Θ≡θΘ≡θ
��������� 2 [2]. Характеристики передгауссового процесу X підпорядковані переднормі Θ , якщо існують такі 

константи 0>γ й 1≥a , що для )(|<| 1 ta−γθλ :
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Такі процеси називають Θ -передгауссовими.
Наступні дві теореми, які містять умови вибіркової неперервності процесу X в сенсі означень 3.1.11, 3.1.12 в [2], 

використовуються для доведення основної теореми 4 про рівномірну збіжність вейвлет розкладів випадкових проце-
сів.

������� 2. Нехай )(tX , Tt∈ , - сепарабельний Θ -передгауссовий випадковий процес, )(uH - u -ентропія на 

),( θT , 1≥a , ,2)(min a≡δ . Якщо для всіх 0>ε виконується умова 
1

0
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то процес )(tX , Tt∈ , є вибірково неперервним з імовірністю 1 на ),( θT .
Теорема 2 є частинним випадком леми 2 та теореми 2 зі статті [4]. 
������� 3. Нехай ],[= baT , +∞−∞ <<< ba , а )),((= TttXX ∈ - сепарабельний Θ -передгауссовий випадко-
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∫ (5) 

для будь-якого 0>ε , де ,2)(min a≡δ , 1≥a , то траєкторії процесу X є неперервними з імовірністю 1 в просторі 

),( θT .

���������. Якщо процес X є сепарабельним на ],[ ba , то з (4) випливає, що він є сепарабельним на ),( θT .

Для u -ентропії )(ln=)( uNuH маємо таку нерівність на ],[ ba
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u
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тому виконання умови (3) випливає з виконання умови (5). 
4. ��������� ������� ��������� 

Використовуючи теорему 1 про збіжність вейвлет розкладів детермінованих функцій та теорему 3 про вибіркову 
неперервність випадкових процесів, можна довести теореми про рівномірну збіжність з імовірністю 1 вейвлет роз-
кладів Θ -передгауссових випадкових процесів.

������� 4. Нехай )R),(( ∈≡ ttXX - Θ -передгауссовий випадковий процес, k
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прямої, де ),[= 1+kkk aaB , 11 saa kk ≥−+ , Z∈k , 1 0s > - деяка константа, і крім того виконуються такі умови:
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3) на інтервалі ],[ baI ≡ існує така неспадна функція ( )I xσ , > 0x , 0=(0)Iσ , що для будь-якого 0>ε
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4) φ є f -вейвлетом, а ψ - m -вейвлетом, що відповідає φ , для яких виконується умова S та 
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рівномірно на кожному інтервалі ),(],[ ba⊂βα .
���������. З теореми 3 та припущення (10) випливає, що траєкторії процесу X є неперервними з імовірністю 

1. З теореми 3.1 [3] та умов (7), (8) випливає, що з ймовірністю 1 ),(|<)(| tctX ξ (11) 

де 0>ξ і 1=}<{ ∞ξP . Таким чином, твердження теореми 4 випливає з (11) та теореми 1. 
Розглянемо тепер квазістаціонарний (стаціонарний) випадковий процес. Очевидно, що умови теореми 4 повинні 

значно спроститися, що і буде показано в наступній теоремі 5, яка є дуже важливим частинним випадком для засто-
сування.
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і, крім того, виконується умова 4) теореми 4, існують числа ,2)(min= aδ , 21 ≤≤ a (див. озн. 2) (0,1)∈p , (0,1)∈κ
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та така додатна зростаюча функція )(tc , R∈t , що для достатньо великих x : ( ) ( ) ( )c kx c x y k≤ , де ( )y t ,
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Оскільки випадковий процес )(tX є квазістаціонарним (стаціонарним), то при 21 ≤≤ a можна замість kA , kw0 в

(9) вибрати константи 0>0A та 0>ŵ (див. (12), (15)). Тоді отримаємо 
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де 0>δC - деяка константа. Отже, умова (7) виконується.
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тобто виконуються і умови (8). 
Очевидно, що (10) також виконується. Таким чином, всі умови теореми 4 виконуються і теорема 5 доведена.
��и����. Нехай )R),((= ∈ttXX - сепарабельний Θ -передгауссовий випадковий процес;
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Очевидно, що 1 1=
( ) d
kc a k

і ( ) 1
1 1ln 1 = ln( 1) ln(2 ( 1)) = ,k k k

k ka a e e e e k C+
+ − + − + ≤ − + де 1 > 0C - деяка константа.



Розглянемо перший ряд в (14): 
{ } { }Z\ 0 Z\ 0

1( ) = ,k d
k k

c a
k

κ
κ

−

∈ ∈
∑ ∑  який збігається для 1> 1dκ δ+ , де (0,1)∈κ , а

01 >δ - деяка константа. Тоді другий ряд в (14), тобто ряд 
{ }

( )
{ } { }

1
1 1

Z\ 0 Z\ 0 \ 0

1( ) ln 1 =k k k d d
k k k Z

kc a a a
k k

−
+ −

∈ ∈ ∈

− + ≤∑ ∑ ∑  збі-

гається для 21 > 1d δ− + , де 02 >δ - деяка константа.

Отже, умова (14) виконується для 11>d δ
κ κ

+ , (0,1)∈κ , що і слід було показати.

5. �и�����и 
В даній статті отримано умови рівномірної збіжності вейвлет розкладів Θ -передгауссових випадкових процесів 

на скінчених інтервалах. В подальших дослідженнях становить інтерес уточнення теореми 4 та доведення відповід-
них теорем про збіжність вейвлет розкладів Θ -передгауссових випадкових процесів. Слід зазначити, що важливим 
буде отримання подібних результатів для інших класів випадкових процесів.
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