
УДК 539.3  
Л. Мольченко, д-р. фіз.-мат. наук, проф., І. Лоос, канд.фіз.-мат. наук, С. Корнєєв, асп.

Mol_LV@univ.kiev.ua 

НЕЛІНІЙНЕ ДЕФОРМУВАННЯ КІЛЬЦЕВОЇ ПЛАСТИНИ 
ЗМІННОЇ ЖОРСТКОСТІ В МАГНІТНОМУ ПОЛІ 

Побудована нелінійна двовимірна модель магнітопружності кільцевої пластини змінної жорсткості. Отримана 
розв’язувальна система нелінійних диференціальних рівнянь магнітопружності пластини. Наведено числовий при-
клад.

The two-dimensional nonlinear problem of magnetoelasticity of circular plate is constructed. A resolving system of nonlinear 
differential equations of magnetoelasticity of circular plate has been obtained.  Numerical example is given. 

Вступ.
Важливе місце у механіці спряжених полів займають питання вивчення руху суцільного середовища з врахуван-

ням електромагнітних ефектів. Дослідження з механіки зв’язаних полів в тілах, що деформуються, мають як фун-
даментальний, так і прикладний характер, що придає їм особливу актуальність. Значний розвиток отримали дослі-
дження процесів деформації електропровідних гнучких тіл під дією силових і електромагнітних навантажень.

Нижче розглянемо задачу із цього класу – розрахунок напружено-деформованого стану гнучкої кільцевої пласти-
ни змінної жорсткості за двома напрямками, яка знаходиться в нестаціонарному магнітному полі та під дією нестаці-
онарного електромагнітного струму від зовнішнього джерела.

В процесі деформації пластини відбувається зміна форми її поверхні, що приводить до зміни напрямку струму,
тобто змінюється електромагнітне поле пластини, виникають вихрові струми, які, взаємодіючи з зовнішнім магнітним 
полем, приводять до появи пондеромоторних сил Лоренца. Ці сили змінюють стан тіла і його електромагнітне поле.
Тому електромагнітні і механічні поля взаємозв’язані і дія їх на пластину визначається з розв’язків системи, яка 
складається з рівнянь механіки і рівнянь електродинаміки. Зв’язаність полів обумовлена тензором напружень Макс-
велла та силою Лоренца.

Розв’язувальна система рівнянь, яка описує напружено-деформований стан пластини, визначається нелінійною 
системою диференціальних рівнянь гіперболо-параболічного типу десятого порядку зі змінними коефіцієнтами і
представлена в нормальній формі.

Запропонований нижче підхід до чисельного розв’язання базується на послідовному застосуванні схеми Ньюма-
рка, методу квазілінеаризації, методу прямих та методу дискретної ортогоналізації [3]. 

При побудові розв’язувальної системи рівнянь магнітопружності пластини віднесемо її серединну площину до 
полярної системи координат θ,r і скористаємося результатами робіт [1,2,3,4]. За розв’язувальні функції виберемо 
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також напруженість електричного поля rE та індукції магнітного поля zB . Вибір цих функцій за розв’язувальні дає 
можливість розглядати широкий клас граничних умов без ускладнення розрахункової схеми. Далі вихідні рівняння [3] 
будуються відносно першої похідної шуканих функцій за радіальною координатою r .

Як результат отримуємо розв’язувальну систему типа Коші у такому вигляді:
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Тут: zB - нормальна складова магнітної індукції; ±
θ

± B,Br - відомі складові магнітної індукції на поверхнях плас-
тини; σ - електрична провідність; µ - магнітна проникливість; E - модуль Юнга; ν - коефіцієнт Пуассона;

( )θ= ,rhh - товщина пластини.
Компоненти проекцій сили Лоренца мають вигляд:
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Тут: CTrCT J,J θ - складові густини електричного струму від зовнішнього джерела.
Для визначення сталих у загальному розв’язку системи (1) необхідно задати початкові умови та по п’ять гранич-

них умов на торцях пластинии 0rr = і Nrr = , які обмежують пластину. Для функцій, які характеризують механічну 
частину задачі, граничні умови задаються як у звичайній теорії пластин. Для електромагнітної групи рівнянь можуть 
задаватись значення для індукції магнітного поля; для напружень електричного поля або їх комбінація.

Для знаходження розв’язків крайової задачі використовується методика викладена в роботі [3].  Використовуючи 
пропоновану методику, дослідимо напружений стан кільцевої алюмінієвої пластини змінної жорсткості, яка знахо-
диться під дією сталого магнітного поля ( )000 zr B,B,BB θ=

r
і нормальної складової механічної сили zP .

Нехай товщина пластини змінюється за законом 
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Параметри пластини і матеріала вибираємо слідуючі:

3
0 105 −⋅=h м; 0r =0,49м; Nr =0,86м; E = 10101,7 ⋅ Н/м 2 ; 340.=ν ; 710633 ⋅=σ , (Омм) 1− ; 6102561 −⋅=µ , Гн/м;

121014163 −⋅=ω c, ; 2670=ρ кг/м 3 ; 1,0=±
iB Т; 10=zP Н/м 2 .

Граничні умови задаємо у вигляді:
tsin,B,Q;M,vu zrr ω===== 50000

)
, при 0rr = ;

000 ===== zr B,M,wvu , при Nrr = ;
Початкові умови:
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де { }Tzrrr B,EM,Q,S,N,N θϑ=
)r

rw,v,u, .

Розв’язки задачі визначались на інтервалі часу ct 2101 −⋅= , шаг інтегрування за часом вибирався рівним 

ct 3101 −⋅=∆ . В силу симетрії по θ граничних умов та параметрів пластини, задача розв’язувалась на інтервалі 
[ ]π,0 .

При розв’язанні нелінійних задач магнітопружності на першому кроці за часом за початкове наближення в ітера-
ційному процесі розв’язується стаціонарна лінеаризована крайова задача. На наступних кроках – за початковий ви-
бирається розв’язок, отриманий на попередньому кроці, що є розв’язком уже нелінійної крайової задачі. Вибір такої 
системи істотно зменшує кількість ітерацій, необхідних для розв’язання задачі.

Рис.1. Лінійний розподіл ( )θ,rw Рис.2. Нелінійний розподіл ( )θ,rw
На рис. 1 та рис. 2 показано розподіл прогину ( )θ,rw у відповідні моменти часу. На рисунках крок по осі абс-

цис мr 037,0=∆ ; лінія 1 - відповідає значенню кута 0=θ ; лінія 2 - 10/π=θ ; лінія 3 - 52 /π=θ ; лінія 4 - 
107 /π=θ ; лінія 5  - 109 /π=θ ; лінія 6  - π=θ .

На рис. 1 наведено розподіл ( )θ,rw для лінеаризованої стаціонарної задачі при 0=t та при дії на пластину ма-

гнітної індукції 1,0=±
iB Т, визначеної із розв’язання зовнішньої стаціонарної задачі магнітопружності.

На рис. 2 наведено розв’язок нелінійної крайової задачі для прогину ( )θ,rw в момент часу ct 2101 −⋅= при дії 

зовнішньої магнітної індукції 1,0=±
iB Т. Цей розв’язок отриманий з шостої ітерації.

Висновки.

Наведені результати дозволяють оцінити напружено-деформований стан гнучкої кільцевої пластини, яка знахо-
диться в магнітному полі. Отримані результати підтверджують гіпотези магнітопружності, які використані при побу-
дові нелінійної системи магнітопружності оболонки, і говорять про можливість застосування використаної методики 
для розв’язання такого класу задач.

1. Амбарцумян С.А., Багдасарян Г.Е., Белубекян М.В. Магнитоупругость тонких оболочек и пластин. - М., 1977. 2. Григоренко Я.М., Мольченко 
Л.В. Основи теорії пластин та оболонок. -К.: Либідь, 1993. - 231 с. 3. Molchenko L.V. A method for solving two-dimensional nonlinear boundary-value prob-
lems of magnetoelasticity for thin shells // Int. Appl. Mech. -2005. -41, № 5. -P. 490-495. 4. Улітко А.Т., Мольченко Л.В., Ковальчук В.Ф. Магнітопружність 
при динаміч-ному навантаженні. - К., 1994. 

Надійшла до редколегії 26.11.07.


