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АСИМПТОТИЧНЕ ІНТЕГРУВАННЯ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНИХ СИСТЕМ 
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ З ВИРОДЖЕННЯМ І ТОЧКОЮ ПОВОРОТУ 

Використовуючи метод примежевих функцій, у роботі побудовано розв’язок задачі Коші для сингулярно збуреної 
системи диференціальних рівнянь з виродженням і точкою повороту.

Using the method of boundary functions, the solution of the initial-value problem of the singularly perturbed system of 
differential equations with degeneration and a turning point is constructed. 

1.Вступ 
Розглянемо задачу Коші 

),,()()( εε+=ε txfxtA
dt
dxtB , ];0[ Tt∈ , (1) 

0),0( xx =ε , (2) 

де )(tA , )(tB – квадратні матриці n -го порядку, ),,( εtxf – задана n -вимірна вектор-функція, ),( ε= txx – шу-
кана вектор-функція, ε – малий параметр.
За умови простих елементарних дільників в'язки )()( tBtA λ− і неособливої матриці біля похідних задачу (1), (2) 

розв'язав В.П. Яковець [7]. У випадку кратних елементарних дільників зазначена задача розглядалась в [5]. При 
цьому припускалось, що матриця )(tB на відрізку ];0[ T змінює свій ранг, що значно ускладнювало алгоритм побу-
дови розв'язку задачі Коші.

2.Об’єкт та методи досліджень 
У даній роботі наведено асимптотичні формули для розв'язку задачі (1), (2) у випадку, коли корені відповідного 

характеристичного рівняння 
0))()(det( =λ− tBtA (3) 

на відрізку ];0[ T змінюють свою кратність. Отже, нехай:

1) )(tA , ∞∈ ];0[)( TCtB ;

2) вектор-функція ),,( εtxf має нескінченну кількість неперервних частинних похідних за всіма змінними на 
множині 

}0,0,||:||),,{( 0ε≤ε≤≤≤≤ε= TtaxtxG , ax ≤|||| 0 ;

3) в'язка матриць )0()0( BA λ− має 1−n "скінченних" елементарних дільників і один "нескінченний" елемента-
рний дільник;

4) в'язка матриць )()( tBtA λ− , ];0( Tt∈ , має n "скінченних" елементарних дільників;

5) 0)(Re 1 <λ t , ];0( Tt∈ , 0)(Re ≤λ ti , ];0[ Tt∈ , і 0)0( ≠λ i , ki ,2= ; 0)(Re ≤λ ti , 0)( ≠λ ti , ];0( Tt∈ , і

0)0( =λ i , mki ,1+= ; 0)( ≡λ ti , ];0[ Tt∈ , nmi ,1+= , де )(tiλ – корені рівняння (3).  

Згідно умов 3) – 5) існують неособливі матриці )(tP , )(tQ такі, що 
)()()()( ttQtAtP Ω= , )()()()( tHtQtBtP = ,

)}(,1{)( tWdiagt =Ω , )}(),({)( 21 tWtWdiagtW = ,

)}0(),...,0(),0({)0( 321 kdiagW λλλ= , )0(2W – нульова матриця )( kn − -го порядку;

)}(),({)( 111 tEthdiagtH n−= , 11 )0( −− = nn EE ,

1−nE – одинична матриця )1( −n -го порядку, 0)0(11 =h [8]. Причому )(tP , ∞∈ ];0[)( TCtQ .
Покладаючи ),()(),( ε=ε tytQtx , запишемо систему (1) наступним чином:

),,()())()()()(()( 1 εε+′ε−Ω=ε − tQyftPytQtQtHt
dt
dytH ,

або 

),,()),()0(()( 1 εε+εε+Ω=ε tygytC
dt
dytH , (4) 

Де )()()()(),( 1
1 tQtQtH

dt
tdttC ′−

θΩ
ε

=ε − , 10 <θ< ; ),,()(),,( ε=ε tQyftPtyg .

Зазначимо, що )1(||),(|| 1 OtC =ε , ];0[ ε∈ kt (число k визначимо нижче). 
Початкова умова (2) при цьому набуде вигляду 

00
1 )0(),0( yxQy ≡= −ε (5) 
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Розв'язок задачі (4), (5) на відрізку ];0[ εk шукатимемо у вигляді 

),(),(),( ετΠ+ε=ε ytyty , (6) 

де ∑
∞

=

εε=ε
0

),(),(
s

s
s tyty – регулярний ряд, а ∑

∞

=

ετΠε=ετΠ
0

),(),(
s

s
s yy – примежевий ряд,

ε
=τ
t

[1, с. 48]. 

Нехай ),),,((),( εε=ε ttygtg і ),),,((),),,(),((),( εετεετ−εετετΠ+εετ=ετΠ ygyygg .

Розкладемо вектор-функції ),( εtg та ),( ετΠg у формальні ряди за степенями ε :

∑
∞

=

ε=ε
0

)(),(
s

s
s tgtg , ∑

∞

=

τΠε=ετΠ
0

)(),(
s

s
s gg .

У такому ж вигляді запишемо )(ετH та ),(1 εετC :

∑∑
∞

=

∞

=

τε≡
τ

ε=ετ
00

)()0(
!

)(
s

s
s

s
s

ss
s H

dt
Hd

s
H ,

∑∑
∞

=

∞

=

−

+

+

τε≡






 ′
−

Ω
τ

τ
ε=εετ

00

1

1

1

1 )())0()0()0(()0(
!

),(
s

s
s

s
s

s

s

ss
s C

dt
QQHd

dt
d

s
C .

Підставимо ряд (6) до системи (4) і зрівняємо окремо вирази, що залежать від t і τ :

),()),()0(()( 1 εε+εε+Ω=ε tgytC
dt
ydtH , (7) 

),()),()0(()( 1 ετΠε+Πεετε+Ω=
τ
Π

ετ gyC
d
ydH . (8) 

У тотожностях (7), (8) зрівняємо коефіцієнти біля однакових степенів ε . Зокрема, біля 0ε матимемо:
0),()0( 0 =εΩ ty , (9) 

),()0(
),(

)0( 0
0 ετΠΩ=
τ

ετΠ
y

d
yd

H . (10) 

Звідси ),(),( 00 εαΦ=ε tty , де ],...,[ 1 nk ee +=Φ , ie , nki ,1+= , – вектор, i -та компонента якого дорівнює одиниці,

решта компонент дорівнюють нулю, ),(0 εα t – деяка )( kn − -вимірна вектор-функція, що буде визначена нижче;

0),(01 =ετΠ y ,

)())0(exp(),( 002 ετ=ετΠ cWy ,

),(01 ετΠ y – перша компонента вектор-функції ),(0 ετΠ y , ),(02 ετΠ y – вектор-функція, що містить решту компо-

нент ),(0 ετΠ y , )(0 εc – )1( −n -вимірний вектор довільних сталих.
Вектор )(0 εc підберемо так, щоб 

000 ),0(),0( yyy =εΠ+ε . (11) 
Для цього вимагатимемо виконання наступної умови:
6) 001 =y , де 01y – перша компонента вектора 0y .
Тоді для виконання рівності (11) достатньо покласти 

iii yc )},0({}{)}({ 000 εαΦ−=ε , ni ,2= .

За рахунок вибору 00 ),0( α=εα можна вважати, що 0)}({ 0 =ε ic , nki ,1+= .

При 1ε матимемо:

)(),(),(
),(

)(),()0( 001
0

1 tgtytC
dt
tyd

tHty −εε−
ε

=εΩ , (12) 

)(),()(
),(

)(),()0(
),(

)0( 000
0

11
1 τΠ+ετΠτ+

τ
ετΠ

τ−ετΠΩ=
τ

ετΠ
gyC

d
yd

Hy
d
yd

H . (13) 

Система (12) сумісна тоді і тільки тоді, коли 

))(),(),((
),(

)( 001
0 tgttC
dt
td

tH +εαΦεΦ=
εα

ΦΦ ∗∗ , (14) 

де ∗Φ – матриця, спряжена до Φ .
Оскільки 1)0(det =ΦΦ∗H , то можна вважати, що 0)(det ≠ΦΦ∗ tH , ];0[ ε∈ kt . Таким чином, система (14) набуде 

вигляду 

),,(
),(

0
0 εα=

εα
tg

dt
td

. (15) 

Нехай ),(00 εα=α t – розв'язок системи (15), що задовольняє умову 0
0 ),0( α=εα . Тоді 

),(~),(),( 111 ε+εαΦ=ε tytty , де ),(~1 εty – деякий частинний розв'язок (12). 

Сталу k підберемо так, щоб aatytytQ <≤εεΠ+ε 000 ||)),/(),()((|| , для всіх ];0[ ε∈ kt



Система (13) розщепиться на дві системи ),(),( 111 ετ−=ετΠ ly , і ),(),()0(
),(

212
12 ετ+ετΠ=
τ

ετΠ
lyW

d
yd

,

де ),(1 ετl – перша компонента вектор-функції ),( ετl , ),(2 ετl – вектор-функція, що містить решту компонент 

),( ετl , )(),()(
),(

)(),( 000
0

1 τΠ+ετΠτ+
τ

ετΠ
τ−=ετ gyC

d
yd

Hl .

Звідси ∫
τ

ε−τ+ετ=ετΠ
0

2112 ),()))(0(exp()())0(exp(),( dsslsWcWy .

7) Нехай 0)0,0,( 01 =yg де )0,0,( 01 yg – перша компонента вектора )0,0,( 0yg .

Тоді сталу )(1 εc можна підібрати так, щоб 0),0(),0( 11 =εΠ+ε yy [4]. 

Використовуючи метод математичної індукції, таким чином можна визначити і решту членів рядів ),( εty та 

),( ετΠy . При цьому, умова, аналогічна до умови 7) на j -му кроці матиме вигляд 0
)0,0,(

1
01

1

=
ε∂

∂
−

−

j

j yg
, 2≥j , [4]. 

Нехай 2ϕ , 3ϕ ,…, nϕ – власні вектори матриці )0(Ω відносно )0(H ; ϕ~ – власний вектор матриці )0(H , що від-

повідає нульовому власному значенню; 2ψ , 3ψ ,…, nψ та ψ~ – елементи нуль-простору матриць 
∗λ−Ω ))0()0()0(( Hi та )0(∗H відповідно. Вектори 2ψ , 3ψ ,…, nψ та ψ~ визначимо так, щоб 

ijjiH δ=ψϕ ),)0(( , nji ,2, = , 1)~,~)0(( =ψϕΩ , ijδ – символ Кронекера [3, с. 35]. 

Система ytC
dt
dyH )),()0(()0( 1 εε+Ω=ε має 1−n формальних лінійно незалежних розв'язків вигляду 









ελ

ε
ε=ε ∫

t

iii dtttuty
0

),(1exp),(),( , ni ,2= ,

де ),( εtui – n -вимірні вектори, а ),( ελ ti – скалярні функції, причому 

∑
∞

=

ε+ϕ=ε
1

)( )(),(
k

i
k

k
ii tutu , ∑

∞

=

λε+λ=ελ
1

)( )()0(),(
k

i
k

k
ii tt . (16) 

Зробимо в системі (4) заміну 
),(),(),( ε+ε=ε tytzty m , (17) 

де ∑
=

ετΠ+εε=ε
m

s
ss

s
m ytyty

0

)),(),((),( , а ),( εtz – невідома вектор-функція. Дістанемо 

),,()),()0(()( 1 ε+εε+Ω=ε tzhztC
dt
dztH , (18) 

dt
tdy

tHtytCttyzgtzh m
mm

),(
)(),()),()0((),),,((),,( 1

ε
ε−εεε+Ω+εε+ε=ε .

Зазначимо, що )(||),,0(|| 1+ε=ε mOth , ];0[ ε∈ kt . Побудуємо матриці ]~),,([),(1 ϕε=ε tUtQ m , ∗ψΨ= ]~,[1P ,

де ),( εtUm – прямокутна ))1(( −× nn -матриця, що містить перші m членів виразів (16), ],...,[ 2 nψψ=Ψ .
Покладемо 

),(),(),( 1 εε=ε tutQtz (19) 

і домножимо обидві частини системи (18) зліва на 1P : ),,),((),(),(),()( 111111 εε+εε=εε tutQhPutQtLP
dt
dutQtHP ,

dt
dtHtCtL )(),()0(),( 1 ε−εε+Ω=ε , або 

),),,((~),(~),(),(~
~),(),(),(

~)(~),()(~
~)(),()(

11 εε+








ϕεψεεψ
ϕεΨεεΨ

=








ϕψεψ
ϕΨεΨ

ε
∗∗

∗∗

∗∗

∗∗

ttQhPu
tLtUtL
tLtUtL

dt
du

tHtUtH
tHtUtH

m

m

m

m . (20) 

Оскільки 12||),)0((||)0,0()0( −
∗ =ψϕ=Ψ n

n
jim EHUH , і (0,0) ( (0) , ) 1L∗ψ ϕ = Ω ϕ ψ =% % % % , то елементи матриці 

1)),()(( −∗ εΨ tUtH m та функція 1)~),(~( −∗ ϕεψ tL рівномірно обмежені на відрізку ];0[ 0t , Tt ≤0 .
Зазначимо, що 

)(~),( ε=ϕεΨ∗ OtL ,

),(),())0()((),(),()0(),(),( 1 εε+ε′−ε+εΛε=εε + tDtUHtHttUHtUtL m
mmmm ,

де )},(),...,,({),( )()(
2 ελελ=εΛ ttdiagt m

n
m

m ,

),( εtD – ))1(( −× nn -матриця, компоненти якої обмежені на ];0[ 0t [6, с. 50-53]. 
Покажемо, що існує єдиний розв'язок системи (20) такий, що 

.0),0( =εu (21) 



Задача (20), (21) рівносильна задачі про знаходження неперервного розв'язку рівняння 

∫ εεε
ε

=ε −
t

dssursUtUtu
0

1 ),,(),(),(1),( , (22) 

де ),( εtU – фундаментальна матриця системи 

u
t

t
dt
du

tH
E mn
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~)(~0
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ϕ′ψε−εεψ
ϕεΨεΨε+ε′−Ψε

ε=ε
−∗∗

∗∗+∗
−

~)()()(~),(),(~
~),(),(),())0()((

)),()((),,( 1

1
1

11 sQsQsHsUsL
sLsDsUHsH

sQsHPsur
m

m
m







εε+





εε′









εΨ
ϕΨε−Ψ

ε− −
∗

∗∗

),,),((),(),(
0),()(

~)(),())0()((
11

1 susQhPusUsU
sUsH

sHsUHsH

m

m .

Нехай мають місце умови:
8) )()(~)(~

11 tththtH ≡=ϕψ∗ , 0)0(Re <h ;

9) )(|)),),,((),),,(((~| 1tOttyrttyr m
mmmm

+∗ ε=εεΠ+εεψ , ];0[ ε∈ kt , ),),,(( εε ttyr mm та ),),,(( εεΠ ttyr mm –

додаткові члени формул Тейлора за степенями ε для функцій ),),,(( εε ttyg m та 

),),,((),),,(),(( εετεετ−εετετΠ+εετ mmm ygyyg .

Тоді, використовуючи метод послідовних наближень, можна показати, що система (22) на відрізку ];0[ εk має 

єдиний розв'язок ),( ε= tuu такий, що правильна умова (21) і )(||),(|| 1−ε=ε mOtu [4]. 

Покладемо ε=εε yky ),( , (23) де εy побудований за формулами (17), (19), (22) при ε= kt .

Розв'язок системи (4) на відрізку ];[ 0tkε шукатимемо у вигляді ∑
∞

=

ε=ε
0

)(),(
s

s
s tyty . Для визначення )(tys , 0≥s ,

підставимо ряд ),( εty до системи (4) і зрівняємо коефіцієнти біля однакових степенів параметра ε :

0)()( 0 =Ω tyt , (24) 

)(
)(

)()()()()()()( 1
1

1
1 tg

dt
tyd

tHtytQtQtHtyt s
s

ss −
−

−
− −+′=Ω , 1≥s . (25) 

Нехай 







ΩΩ
ΩΩ

=Ω
)()(
)()(

)(
43

21

tt
tt

t , де )(1 tΩ – квадратна матриця m -го порядку.

Не обмежуючи загальності, вважатимемо, що 0)(det 1 ≠Ω t , ];[ 0tkt ε∈ , Tt ≤0 . Тоді 

)()()(
)()(

)( 00
2

1
1

0 ttMt
E

tt
ty

mn

β≡β








−
ΩΩ

=
−

−

,

де )(0 tβ – деяка )( mn − -вимірна вектор-функція, що буде визначена нижче [2, с. 61]. 
Розглянемо систему (25), коли 1=s :

)(
)(

)()()()()()()( 0
0

0
1

1 tg
dt
tyd

tHtytQtQtHtyt −+′=Ω − . (26) 

Система (26) сумісна тоді і тільки тоді, коли 

))()()()()()()()()()((
)(

)()()( 0
1

00
0 ttMtQtQtHttMtHtgtK
dt
td

tMtHtK β′−β′−=
β −∗∗ , де 









−
ΩΩ

=
−

∗−

mnE
tt

tK
))()((

)(
1
13 .

Покажемо, що 0)()()(det ≠∗ tMtHtK , ];[ 0tkt ε∈ . Справді, нехай )(tki , mni −= ,1 , – рядки матриці )(tK ∗ ,

)(tmi , mni −= ,1 , – стовпці матриці )(tM . Тоді, якщо припустити, що для деякого tt = 0)()()(det =∗ tMtHtK , то 

∑
−

=

=γ
mn

i
iji tmtHtk

1

0))()(),(( , mnj −= ,1 , Ri ∈γ , або ∑
−

=

=γ
mn

i
iij tmtHtk

1

0))()(),(( , mnj −= ,1 .

Оскільки ∑
−

=

γ=
mn

i
ii tmtm

1

)()( – власний вектор матриці )(tΩ відносно )(tH , що відповідає нульовому власному 

значенню і 0))()(),(( =tmtHtk j , mnj −= ,1 , то алгебраїчна система )()()( tmtHzt =Ω розв'язна відносно z , що 

суперечить умові 4). Таким чином, 0)()()(det ≠∗ tMtHtK , ];[ 0tkt ε∈ , і

))()()()()()()()()()(())()()((
)(

0
1

00
10 ttMtQtQtHttMtHtgtKtMtHtK

dt
td

β′−β′−=
β −∗−∗ . (27) 



10) Нехай система (27) має розв'язок )(00 tβ=β , ];[ 0tkt ε∈ , такий, що 
2

||)()()(|| 0
0

a
ttMtQ ≤β для всіх 

];[ 0tkt ε∈ . Тоді )(~)()()( 111 tyttMty +β= , де )(~1 ty – частинний розв'язок системи (26). 
Аналогічно можна довести сумісність систем (25) для 2≥s .
11) Нехай )1(||)(~|| Oty s = , ];[ 0tkt ε∈ , 1≥s .

Зазначимо, що вектор-функції )(tsβ , 1≥s , взагалі кажучи, визначатимуться з лінійних систем з особливою точ-
кою 0=t .

Зауваження. Покажемо, що за певних умов, накладених на матриці )(tΩ і )(tH існує стала 0>c така, що 

ctMtHtK ≥∗ )()()(det , ];[ 0tkt ε∈ . (28) 

Нехай 







=

)()(
)()(

)(
43

21

tHtH
tHtH

tH , де )(1 tH – квадратна матриця m -го порядку.

12) )(||)()(|| 2
1
1 tOtt =ΩΩ− і )1(||)()(|| 1

13 Ott =ΩΩ − , ];[ 0tkt ε∈ , або )1(||)()(|| 2
1
1 Ott =ΩΩ− і )(||)()(|| 1

13 tOtt =ΩΩ − ,

];[ 0tkt ε∈ .

Тоді, враховуючи структуру матриці )()()( tMtHtK ∗ , існуватиме стала 0>c така, що матиме місце умова (28). 

Зробивши в системі (4) заміну (17), де ∑
=

ε=ε
m

s
s

s
m tyty

0

)(),( ,дістанемо 

),,())()()()(()( 1 ε+′ε−Ω=ε − tzqztQtQtHt
dt
dztH , (29) 

dt
tdy

tHtytQtQtHtttyzgtzq m
mm

),(
)(),())()()()((),),,((),,( 1 ε

ε−ε′ε−Ω+εε+ε=ε − .

За побудовою )(||),,0(|| 1+ε=ε mOtq , ];[ 0tkt ε∈ . Припустимо виконання умов:

13) система ztQtQtHt
dt
dztH ))()()()(()( 1 ′ε−Ω=ε − має фундаментальну матрицю ),,( εstZ ( EstZ =ε),,( ) таку,

що )(||),,(|| γ−ε=ε OstZ , 0≥γ і
2

||)),()(,,()(|| 0
1][

a
kyyktZtQ ≤εε−εε +γε ( ][γ – ціла частина γ ) для всіх 

0ttsk ≤≤≤ε ;

14) існує неперервна функція ),( εη t , 00 tt ≤≤ , 00 ε≤ε≤ , така, що 

||||),(||),,(),,(|| vuttvftuf −εη≤ε−ε ,

причому )1(),( 1 Ot =εεη −γ− для всіх au ≤|||| , av ≤|||| .

Тоді, використовуючи метод послідовних наближень, можна довести існування та єдиність розв'язку ),( ε= tzz

системи ∫
ε

−
ε εε

ε
+εε−εε=ε

t

k
m dsszqsHstZkyyktZtz ),,()(),,(1)),()(,,(),( 1 .

При цьому, )1(||),(|| Otz =ε , ];[ 0tkt ε∈ .

Теорема. Нехай виконуються умови 1) – 12), 14), 15) і системи для визначення вектор-функцій )(tsβ , 1≥s , ма-

ють такі розв'язки, що )1(||)()(|| OttM s =β , ];[ 0tkt ε∈ , 1≥s . Тоді для 1+γ≥m , ];0[ 0tt∈ , ];0( 1ε∈ε , 01 ε≤ε , зада-

ча (1), (2) має єдиний розв'язок ),( ε= txx .

Наслідок. Нехай виконуються умови 1) – 15). Тоді для 1+γ≥m , ];0[ 0tt∈ , ];0( 1ε∈ε , 01 ε≤ε , задача (1), (2) 

має єдиний розв'язок ),( ε= txx .
3. Результати та їх обговорення 

Результати роботи обговорювались на Міжнародній конференції “Диференціальні рівняння та суміжні питан-
ня“ (21 – 26 травня 2007 р., м. Москва).  

4. Висновки 
У роботі побудовано розв’язок задачі Коші для сингулярно збуреної слабо нелінійної системи диференціальних 

рівнянь з виродженою матрицею біля похідних і точкою повороту. При цьому, розглянуто випадок простих елемен-
тарних дільників граничної в’язки матриць.
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