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ФУНКЦІЯ ГРІНА-САМОЙЛЕНКА ТА ІСНУВАННЯ ІНТЕГРАЛЬНИХ МНОЖИН  

ЛІНІЙНИХ РОЗШИРЕНЬ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ З ІМПУЛЬСНИМ ВПЛИВОМ  
 
Для систем диференціальних рівнянь з імпульсним впливом побудовано інтегральну інваріантну множину з викорис-

танням функції Гріна-Самойленка.  
 
ВСТУП. Багато еволюційних процесів у фізиці, техніці, біології, економіці протягом свого розвитку піддаються ко-

роткочасним впливам. При математичному описі таких процесів часто тривалістю збурення зручно знехтувати і вва-
жати, що ці збурення носять "миттєвий" характер. Така ідеалізація призводить до необхідності досліджувати динамі-
чні системи з розривними траєкторіями або як їх ще називають, диференціальні рівняння з імпульсною дією. Зрос-
тання інтересу до таких систем останнім часом пов'язано насамперед із запитами новітньої техніки, де імпульсні 
системи автоматичного регулювання, імпульсні обчислювальні системи зайняли дуже помітне місце і інтенсивно 
розвиваються, розширюючи коло своїх додатків в різнорідних за фізичною природою і функціональним призначен-
ням технічних завдань. Математичною моделлю еволюційних процесів з короткочасними збуреннями може служити 
система диференціальних рівнянь з імпульсною дією [2, 4, 8]. 

Тематика роботи тісно пов'язана з двома напрямками теорії диференціальних рівнянь – теорією багаточастотніх 
коливань [1, 3, 7] та диференціальних рівнянь з імпульсними збуреннями [2, 4, 6, 8].  

У даній статті досліджуються лінійні розширення диференціальних рівнянь з імпульсною дією. роботі для яких 
встановлюються умови, які забезпечують існування інтегральної множини. Однією з достатніх умов існування інтег-
ральної множини є існування функції Гріна–Cамойленка.  

ОСНОВНА ЧАСТИНА. Розглянемо систему диференціальних рівнянь з імпульсною дією  
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де , , ,n m mt R x R m      мірний тор; ( , ),a t   ( , )f t  , ( , )P t  . – неперервні (кусково-неперервні з роз-

ривами першого роду при it   ) по t  відповідно векторні і матричні функції, непрервні і 2 -періодичні по 

, 1,m   , обмежені при всіх , .mt R   Функції ( )iB   і ( )iI  – рівномірно обмежені по i Z  матриці і век-

тори, det( ( )) 0iE B    для будь-якого m . Послідовність моментів імпульсного збурення  i  занумерована 

цілими числами так, що i    при i   і i    при .i    Вважатимемо, що рівномірно по t R  існує 

скінченна границя  
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Функція ( , )a t   задовольняє умову Ліпщиця по ,  рівномірно відносно ,t R  тобто  

1 2 1 2( , ) ( , ) .a t a t l                                                                          (3) 

Припустимо також, що функції ( , )f t   і ( )iI   задовольняють рівність  

supmax ( , ) supmax ( ) .
m m

i
t R i Z
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Виходячи з [1, 3, 4, 8], вводимо поняття функції Гріна–Самойленка задачі про інтегральні множини диференціа-
льних рівнянь для імпульсних систем і вкажемо достатні умови існування інтегральної множини.  

Розглянемо неавтономну систему диференціальних рівнянь, визначених на торі m  

( , )
d

a t
dt


                                                                                   (4) 

і позначимо через ( , )t    розв'язок цієї системи, який задоволняє початкову умову ( , ) .      В силу компактно-

сті фазового простору системи рівнянь (4) і зроблених припущень відносно функції ( , ),a t   кожний розв'язок 

( , ), ( , ) ,t          при будь-яких R , m  існує і продовжимо  його на всю вісь R .  
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Розглянемо систему диференціальных рівнянь з імпульсним впливом  

( , ( , )) ( , ( , )), ,

( ( , )) ( ( , )).
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Запишемо відповідну (5) однорідну систему рівнянь  
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і позначимо через ( , )t
s    матрицант цієі системи. В силу неперервної залежності ( , )t    від параметрів R  и 

m  матрицант ( , )t
s    від цих параметрів залежить неперервним чином.  

Лемма. Для будь-яких , , ,t s R   і m  справедливо  ( , ( , )) ( , ).t t
s s           

Доведення. Оскільки ( , )t
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Замінимо   на ( , )    і, враховуючи властивість ( , ( , )) ( , )t t         , розв'язків ( , )t    системи (3),  

одержимо  
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Остання рівність означає, що ( , ( , ))t
s       є фундаментальною матрицею системи рівнянь (6), яка при t s  є 

одиничною матрицею. Але цю ж властивість має і матриця ( , )t
s   . Це можливо тільки у випадку, коли матриці 

( , ( , ))t
s       і ( , )t

s    співпадають. Лему доведено.  

Нехай ( , )C t   – неперервна 2– періодична по кожній компоненті , 1,m   , кусково-неперервна по t R , з 

розривами першого роду в точках  i  матрична функція. Покладемо  
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                                                 (7) 

і назвемо ( , , )G t s   функцією Гріна-Самойленко системи рівнянь  
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якщо для всіх ,t s R , m  і деяких, ( )sup i

i

t
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Вкажемо найпростіші властивості функції Гріна–Самойленка ( , , )G t s  . З визначення цієї функції випливає, що 

функція Гріна–Самойленка неперервна для всіх , , , , 2mt s R t s    – періодична по , 1,m   , причому  
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При s    одержимо              
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Як бачимо, матриця ( , , ( , ))tG t      складається з розв'язків однорідної системи рівнянь (6), що розглядається 

при t    і t    відповідно. 

Припустимо, що моменти імпульсного впливу i  такі, що для всіх .i Z  виконується оцінка  
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1 0i i      .                                                                                 (10) 

Розглянемо вираз  
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Враховуючи (10) і (8), одержимо  
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Функція ( , ) 2u t    – періодична по , 1,m    неперервна по m  і кусково-неперервна по t R  з розри-

вами першого роду в точках  i .  

Покажемо, що множина ( , ), , mx u t t R     є інтегральною множиною системи рівнянь (1). Для цього роз-

глянемо функцію ( , ) ( , ( , )),t tx u t       де ( , ), ( , )t          розв'язок першого з рівнянь системи (1).  
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Диференціюючи останнє співвідношення по t  при jt   , знаходимо  
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для будь-якого , .mR   А при jt    маємо  
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для будь-якого , .mR    

Останні дві рівності доводять, що функція ( , ( , ))tu t     є розв'язком системи рівнянь (5), яка залежить від 

, mR   як від параметрів. Це означає, що множина ( , )x u t   є інтегральною множиною системи рівнянь (1).  

Таким чином доведено наступну теорему.  
Теорема 1. Нехай в системі рівнянь (1) функції ( , ),a t  ( , )f t  , ( , )P t  – неперервні за t  відповідно векторні і мат-

ричні функції, неперервні і 2 - періодичні по , 1, ,m    обмежені при всіх , .mt R   Функція ( , )a t   задоволь-

няє умову Ліпщиця по   рівномірно відносно .t R  Функції ( )iB   і ( )iI   рівномірно обмежені по i  матриці і векто-

ри, det( ( )) 0iE B    для будь-якого .m  Для послідовності моментів імпульсних збурень  i  виконується оцінка 

(10). Нехай також існує функція Гріна–Самойленка ( , , ).G t s   Тоді система рівнянь (1) має інтегральну множину  

( , ) ( , , ) ( , ( , )) ( , 0, ) ( ( , )), , ,
i

m
s i i

i
x u t G t s f s t ds G t I t t R

 




               

причому  

2 2
supmax ( , ) supmax ( , ) supmax ( .

1m m m
i

t R t R i Z

K
u t f t I

e    


    

 
                                           (12) 
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Припустимо тепер, що матрицант ( , )t
s    системи рівнянь (6) допускає оцінку  

( )( , )t t s
s Ke                                                                                 (13) 

для будь-яких , , mt s R R     і деяких 1, 0.K      

В цьому випадку, існує функція Гріна-Самойленка наступного вигляду  

( , ), ,
( , , )

0, .

t
s t s t

G t s
s t

     


                                                                      (14) 

Властивість (14) випливає з (7). Якщо в (7) покласти ( , ( , ))sG s E    , то інтегральну множину системи рівнянь 

(1) подамо у вигляді  

( , ) ( , , ) ( , ( , )) ( , 0, ) ( ( , )), , .
i

i t

t
m

s i ix u t G t s f s t ds G t I t t R





                                (15) 

Покажемо, що ця множина асимптотично стійка.  
В системі рівнянь (6) зробимо заміну: ( , ) .x u t z    Тоді  

( , ( , )) ( , ( , )) ( , ( , )) ( , ( , )),

( , ) ( , ( , )) ( , ( , )) ( , ( , )) ( , ( , )),

t t t t

t t t t

dx du u d dz
P t u t P t z f t

dt dt dt dt

dx u u dz
a t P t u t P t z f t

dt t dt

 
                 


 

                  
 

 

( , ( , )) ( , ( , )) ( ( , )) .
i i i i i i it t t i i i tx u z P u I z                           

Звідки                                                                 ( , ( , )) .t
dx

P t z
dt

                                                                                (16) 

Позначимо через 0 0 0( , , ) ( , )tz z t z z       загальний розв'язок системи рівнянь (16). Використовуючи властиво-

сті матрицанта 0 ( , )t    для цього розв'язку одержуємо оцінку  

0 0 0 0 0

( )
0 0 0

( , , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , , ) ( , ( , )) ( , , ) ( , , ) ,

t t t

t t t
t

z t z z z

z t z z t z Ke z t z



   
 

            

             
 

яка справедлива для всіх , .mt R   Але в силу лінійності системи рівнянь (5), різниця будь-якого розв'язку 

0( , ( , ), )tx t x    і ії розв'язку ( , ( , )),tx u t     який лежить на інтегральній множині, є розв'язком рівнянь (6), тобто 

для цієї різниці справедлива оцінка  
( )

0 0 0( , ( , ), ) ( , ( , )) ( , , ) ( , , ) .t
t tx t x u t z t z Ke z t z             

А це означає, що  

0( , ( , ), ) ( , ( , )) 0,t tx t x u t         при .t  

Таким чином, нами встановлене наступне твердження.  
Теорема 2. Припустимо, що система рівнянь (1) задовольняє умовам теореми 1. Нехай також матрицант 

( , )t
s    системи рівнянь (6) задовольняє нерівності (13). Тоді система рівнянь (1) має асимптотично стійку інтегра-

льну множину (15) і ця множина задовольняє оцінку  

0supmax ( , ) supmax ( , ) supmax ( ,
m m m

i
t R t R i Z

u t K f t I
    

       
                                          (17) 

де                                                                       ( )
0 sup .i

i

t

t R t
K K e 

  


 


  

Відмітимо, що в припущенні існування кінцевої границі (3) величина ( )sup i

i

t

t R t
e 

  
  обмежена.  

Насправді, з існування границі (3) випливає, що можно вказати таки числа 0 0l   і натуральне число ,q  що будь-

який відрізок часової вісі довжини 0l  містить найбільше q  членів послідовності  i . Тому  

0

( )sup ,
1

i

i

t
l

t R t

q
e

e
 


  




  

звідси, в оцінці (17) в якости 0K  можно взяти число 
0

0
1

.
1 l

q
K K

e
 

    
  

Зокрема, якщо моменти імпульсного впливу i  такі, що 1 0i i       для всіх ,i Z  то в цьому випадку в яко-

сті 0l  може служити ,  а в якості q – одиниця, так що в якості константи 0K  може бути число 0
1 1

.
1

K K
e

 
    
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ВИСНОВКИ. Для систем диференціальних рівнянь з імпульсним впливом побудована інтегральна інваріантна 
множина з використанням функції Гріна–Самойленка. Досліджено питання асимптотичної стійкості цих множини.  
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СЛАБКО НЕЛІНІЙНА КРАЙОВА ЗАДАЧА НА ПІВОСІ  
З СИНГУЛЯРНІСТЮ ПЕРШОГО РОДУ  

 
Розглянуто сингулярну крайову задачу на додатній півосі для слабко нелінійної системи диференціальних рівнянь у 

критичному випадку, коли розв'язки незбуреної задачі утворюють сім'ю, залежну від кількох параметрів. Сингулярність 
задачі обумовлена наявністю полюса першого порядку в коефіцієнтах  системи та умовою прагнення розв'язку до нуля на 
нескінченності. Доведено теорему про продовження за малим параметром збурення тих розв'язків незбуреної задачі, 
параметри яких задовольняють визначальне рівняння.  

 
ВСТУП. Розглядається слабко нелінійна крайова задача  

= ( ) ( ) ( , ), := [0; ),
A a

y B x y f x F x y x
x x 

         
 

                                              (1) 

(0) = , ( ) = 0.y y                                                                           (2) 

Тут Hom( )nA  , na ,  ( ) C Hom( )nB     ,  ( ) C nf     ,  ( , ) C n nF        . Задача містить 

параметр збурення   та параметр керування n . При = 0  маємо незбурену лінійну задачу  

= ( ) ( ),
A a

y B x y f x
x x

     
 

                                                                  (3) 

(0) = , ( ) = 0.y y                                                                         (4) 

Припустимо, що для деякого 0= n    ця незбурена задача має розв'язок  1
0 ( ) C ny     . З погляду 

теорії збурень виникає природне питання: чи знайдеться таке додатне > 0 , що для кожного ( , )     існує 

пара = n
   ,  1= ( ) C ny y     , яка задовольняє (1)–(2), і при цьому  

0
0 0

( ) ( ) = 0suplim
x

y x y x
 

                                                                   (5) 

(а отже, 0
0

lim =


  ). Якщо відповідь на це питання позитивна, то кажуть, що сім'я функцій ( )y   є продовженням за 

малим параметром ( , )     розв'язку 0 ( )y   задачі (3)–(4) з 0=  . Водночас важливо описати множину тих 

параметрів керування незбуреної задачі, для яких існує продовження за малим параметром. 
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