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НАБЛИЖЕННЯ ВIДОБРАЖЕННЯМИ  
З ДОДАТНIМ ЯКОБIАНОМ У ТРИВИМIРНОМУ ПРОСТОРI 

 
Розглядається задача про наближення неперервних локально однозначних відображень у тривимірному просторі 

гладкими відображеннями з додатнім якобіаном. 
 
ВСТУП. У статті [1] було доведено наступний результат, що є локальним аналогом теореми про наближення 

гомеоморфізмів на площині [4]. 

Теорема 1. Нехай 2 2: [0,1]f    – неперервне, локально однозначне відображення, що зберігає орієнтацію. 

Тоді для довільного ε > 0  існує таке гладке відображення 2 2: [0,1]g   із класу C з додатнім якобіаном на 
2[0,1] , що f g   . 

Тут i надалі через   ми позначаємо супремум-норму на просторі неперервних функцій, sup | ( ) |
K

x K
f f x


 , де K  

це множина визначення f , яку ми зазвичай не будемо вказувати. Будемо називати відображення 3:f K    

локально однозначним, якщо для кожної точки x K  існує її окіл U  такий, що звуження |Uf  – ін'єктивне 

відображення. Нарешті, під збереженням орієнтації розуміється властивість deg( , , ) 0f U x  для всіх int( )x K , i всіх 

достатньо малих відкритих околів x U , де deg( , , )f U x  – це так званий топологічний степінь відображення (див. [8]). 

Основна мета цієї статті – довести аналогічний результат у тривимірному просторі. 

Теорема 2. Нехай 3 3: [0,1]f   – неперервне, локально однозначне відображення, що зберігає орієнтацію. 

Тоді для довільного ε > 0  існує таке гладке відображення 3 3: [0,1]g    із класу C  з додатнім якобіаном  

на 3[0,1] , що f g   . 

З теореми 1, теореми 2, а також простих результатів стосовно наближення поліномами функцій багатьох змінних 
(див., наприклад, [2]) випливає також наступний простий наслідок стосовно наближення поліноміальними 
відображеннями з тими самими умовами. 

Наслідок 1. Нехай {2,3}d   i : [0,1]d df   – неперервне, локально однозначне відображення, що зберігає 

орієнтацію. Тоді для довільного 0   існує таке поліноміальне відображення : [0,1]d dp    з додатнім якобіаном 

на [0,1]d , що f p   . 

Доведення. Нехай : [0,1]d dg    – таке гладке відображення з додатнiм якобiаном, що / 2f g   . З [2, 

теор. 1] слiдує, що для довiльного > 0  iснує таке полiномiальне вiдображення p , що g p    i 

i j i jg p     , 1 i, j d  . Нехай 1 20 ,C C  такi, що 2C  , 1 ( )gC J x  i i j 2| g (x)|< C  для всiх [0,1]dx , 

1 i, j d  . Тодi, за нерiвнiстю трикутника, маємо 
1 1

2 ,d d d d
p g 2 1J (x) J (x) d!2 C δ > C d!2 C δ     

тому /2pJ (x) >   за умови 
1

1
d d

2

C
<

2 d!C 
 . Якщо тепер покласти  

1
min , ,1

d d
2

C
=

2 2 d!C 

 
   

 

то отримаємо, що відповідне поліноміальне відображення p задовольняє необхідні умови. 

ДОВЕДЕННЯ ОСНОВНОГО РЕЗУЛЬТАТУ. Так само як i у статті [1], доведемо теорему 2 у два кроки. Спочатку 
ми встановимо існування кусково-лiнiйного наближення до f  (лема 1), а потім наведемо відповідну процедуру для 

згладження цього відображення (лема 3). Ми вільно користуватимемось поняттями кусково-лiнiйної топології – 
симплiцiальний d-комплекс, тріангуляція, тощо (див. [7, ст. 1–6]). 

Лема 1. Нехай 3 3: [0,1]f   – неперервне локально однозначне відображення, що зберігає орієнтацію. Тоді 

для будь-якого 0   існує таке локально однозначне кусково-лiнiйне відображення 3 3: [0,1]h   , що f h   . 

Так само, як i в [1], цю лему можна довести адаптуючи доведення теореми про наближення гомеоморфізмів [7 , 
теор. 33.1]. Наведемо інше доведення, що спирається на результати статті [3]. 

Лема 2. Нехай C  – скінченний 2-комплекс, 3: | |g C    – неперервне відображення, що є гомеоморфізмом при 

звуженні на будь-який пiдкомплекс діаметру k , де k > 3 . Тоді для довільного > 0  існує таке кусково-лiнiйне 

відображення :| R3h C |  з тією самою властивістю, що g h   .  
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Доведення. З доведення теореми [3, теор. 5] випливає існування відображення 3: | |g C   , що є 

гомеоморфізмом при звуженні на будь-який пiдкомплекс діаметру k і яке задовольняє нерівності | /|Cg g < 2   i 

має таку властивість: під дією g  образ кожного ребра в C  є ламаною лінією, а образ кожного трикутника – кусково-

лiнiйним 2-диском (за означенням, це образ в R3  стандартного трикутника   під дією кусково-лiнiйного iн'єктивного 
відображення). Залишається знайти кусково-лiнiйне відображення h , що наближає g  i має властивiсть ( ) ( )h σ = g σ  

для кожного симплекса C . 

Для цього покладемо h(v)= g(v)  для кожної вершини v C , i визначимо h  на ребрі vw  як кусково-лiнiйну 

параметризацію ламаної лінії g(vw) , за умови / 4
vw

h g   . Щоб визначити h  на трикутниках залишається 

скористатися наступним фактом: якщо :f     – гомеоморфізм, а :0l     – кусково-лiнiйний гомеоморфізм 

що задовольняє 0 / 2f l


   , то існує такий кусково-лiнiйний гомеоморфізм :1l    , що |1 0l = l  i 

1f l   . Цей факт випливає з конструкції використаної у доведенні [7, теор. 6.3]. Лему 2 доведено. 

Нам також знадобиться наступний результат (див. [7, теор. 17.12]). 

Твердження 1 (Теорема Шенфлiса). Якщо 3[0,1]Q   i 3:f Q   – кусково-лiнiйний гомеоморфізм, то існує 

такий кусково-лiнiйний гомеоморфізм 3 3:F   , що | QF = f . 

Доведення леми 1. Розглянемо таке відкрите покриття 3[0,1]i iU  , що |
iUf  є гомеоморфізмом для всіх i . 

Нехай L  – стала Лебега цього покриття. Розіб'ємо Q  на 3N  однакових кубів, 3
1 3[0,1] ...

N
Q Q   , де 

int( )i jQ Q   .. Виберемо N  так, щоб diam( ( )) min( / , / )if Q < ε 3 L 4  i позначимо через C  – симплiцiальний  

2-комплекс з геометричною реалізацією 3| | {( ) [0,1] :{ } { ,..., } }C x, y,z x, y,z 0,1 N      (об'єднання 3( 1)N   

площини). Тоді | ||Cf  задовольняє умови леми 2, а отже існує таке кусково-лiнiйне відображення 3:| |0h C   , 

що 0 / 3f h    i яке є однозначним на будь-якому пiдкомплексi C  комбінаторного діаметра 4 . Залишається 

лише 3N  разів скористуватися теоремою Шенфлiса, щоб побудувати кусково-лiнiйне продовження 3 3: [0,1]1h    

з умовою 1 | | 0|Ch h  i переконатися, що воно локально однозначне i виконується нерівність f h   . 

Основна складність другого кроку полягає в тому, що, при спробі згладити кусково-лiнiйне відображення наївним 
чином, наприклад, за допомогою згортки з гладкою фінітною функцією, відображення може втратити властивість 
локальної однозначності. 

Лема 3. Нехай 3 3: [0,1]f    – кусково-лiнiйне локально однозначне відображення, що зберігає орієнтацію. 

Тоді для будь-якого > 0  існує гладке відображення 3 3: [0,1]g    із класу C з додатнім якобіаном таке, 

що f g   . 

Доведення. Помітимо, що функція 0 0( ) ( ( ) (1 1/ ))nf x f x x x n     , де 0 (1/ 2,1/ 2,1/ 2)x   має ті самі 

властивості, що й f , визначена на множині 3[ 1/ 1 1/ ]n, n   i nf f  на 3[0,1]Q =  . Тому, без обмеження 

загальності, вважатимемо, що f  продовжується на деякий відкритий окіл 0U Q . Нехай 3: [0, )ω    – деяка 

функція класу C  з носієм в кулі 1(0)B  така, що 
3

( ) 1x 


 i 
3

( ) 0x x 


. Покладемо 3( ) ( / )x x
     . 

Нехай K  – такий симплiцiальний комплекс, що 3
0| | [ ,1 ]K U      i відображення f  – лiнiйне на кожному 

симплексі K . Вважатимемо також, що K  містить такий пiдкомплекс 0K , що 0| |K Q . Вибираючи достатньо 

дрібне пiдрозбиття, так само як в доведенні леми 1, можемо гарантувати, що звуження f  на будь-який пiдкомплекс 

комбінаторного діаметру 4  є однозначним. Ми будемо використовувати стандартне позначення iK  для i -остову 

комплексу K  ( { } 1B = N(I,2 ) N( 1,1 , )    – множина усіх вершин, 1K – множина усіх вершин i ребер, тощо). 

Позначатимемо також через N(A, )  –  -окiл множини A . Побудуємо згладження 3:g Q   у декілька етапів. 

1. Задамо 3
1 :g Q    як згортку 

1( ) ( ) ( ) ( ) ,ε εg x f ω x f y ω x y dy      

де значення   набагато менше за довжину ( )f e  будь-якого з ребер 0e K . Відображення 1g  гладке класу C , 

рiвномiрно збігається до f  при 0   i співпадає з f  на множині 2
0\ ( , )Q N K   (що випливає з того, що при згортці 

з εω  лiнiйне відображення не змінюється). Нехай   – деякий трикутник в 0K , а 1 2,   – його сумiжнi 3-симплекси 
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в K . У звуженні на 1
1 2 0\ ( , )N K   , 1g  переводить площини паралельні до   у деяке сімейство паралельних 

площин, 1g  також є монотонним у напрямі ортогональному до  . Крім того, 1g  є афiнним у напрямі площини  . 

Отже, звуження 1g  на 1
1 2 0\ ( , )N K    є дифеоморфiзмом. 

2. Зафіксуємо тепер 1 3ε > ε  i змінимо відображення 1g  на множині 1 0
0 0 1(| |, ) \ (| |, )N K N K  , тобто в малому 

околi кожного з ребер. Наша побудова буде локальною, тому для зручності будемо вважати, що ребро має  
вигляд {(0,0)} [ 1,1]I    . З точністю до лiнiйного перетворення у множині значень, можемо вважати, що 

(0,0,1) (0,0,1)f   i (0,0, 1) (0,0, 1)f    . Тоді на множині 1: ( , 2 ) \ ({ 1 1}, )B N I N ,     відображення f  

задовольняє ( , , ) ( , ,0) (0,0, )f x y z f x y z  . З означення 1g  випливає, що 1g  також задовольняє 

1 1( , , ) ( , ,0) (0,0, )g x y z g x y z  . Таким чином, щоб продовжити 1g з 1: ( , 2 ) \ ( ( , ) ({ 1,1}, ))A N I N I N      до 

дифеоморфiзму на B , достатньо продовжити з 2
0 ={ : | | 2 }A x x <     на множину 2

0 ={ :| | 2 }B x x    

відображення 1,1 1,2( , ) ( ( , ,0), ( , ,0))x y g x y g x y  iз збереженням однозначності. Це гарантує лема 4. Нехай 2g  – 

отримане продовження. 

3. Побудоване відображення 0 3
2 0 1: \ (| |, )g Q N K     є локальним дифеоморфiзмом. При достатньо малому 

значенні 1ε , воно також буде однозначним на множині 2 1 1
( ) ( )ε εB v B v  для кожної вершини 0

0v K . Тому, 

застосовуючи лему 4, ми отримаємо продовження 3
3 :g Q   , що має всі необхiднi властивості. Лему 3 доведено. 

Існування продовження у кроках 2 i 3 випливає з наступної леми. Будемо позначати кільце з центром в точці 0x  i 

радіусами 1 2,r r  через  

1 2, 0 1 0 2( ) { : | | }.d
r rA x x r x x r      

Лема 4. Нехай {2,3}d  , 1 20 1< r < < r , а відображення 
1 2,: (0) d
r rf A    – дифеоморфiзм на свiй образ. Тодi 

iснує такий дифеоморфiзм 
2

: (0) d
rF B   , що ( ) ( )F x f x  для будь-якого 

21, (0)rx A  i ( )F x x  для 
1
(0)rx B . 

Доведення. Нехай 3d  , i зафіксуємо 1( ,1)s r . За теоремою Александера [5, теор. 1.1] існує такий дифеоморфiзм 
3 3:g   , що ( ( ))g f x x  при | |x s . Тому будемо вважати, що ( )f x x  при | |x s . Визначимо 1( )F x x , 

| x | s  і 1( ) ( )F x f x , | |x s . Тодi 1F  – гомеоморфізм, а звуження 1F  на кожну з множин sB (0) , , 2
(0)s rA  є 

дифеоморфiзмом. Застосовуючи теорему про склеювання дифеоморфiзмiв [6, теор. 2.8] отримаємо шуканий 

дифеоморфiзм 3

2
: (0)rF B    , що співпадає з 1F  усюди поза ({ : | | } (1 ) / 2)N x x s , s  . Випадок 2d   

розглядається аналогічно. 
Лему 4 доведено. 
Основний результат (теорема 2) випливає з леми 1 і леми 3. 
Висновок. Доведено, що  неперервне, локально однозначне відображення куба, яке зберігає орієнтацію,  можно 

як завгодно добре наблизити гладким відображенням із додатнім якобіаном.  
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ПРИБЛИЖЕНИЯ ОТОБРАЖЕНИЯМИ С ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМ ЯКОБИАНОМ  
В ТРЕХМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

Рассматривается задача приближения непрерывных локально однозначных отображений в трёхмерном пространстве гладкими отображениями с 
положительным якобианом. 
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APPROXIMATION BY MAPPINGS WITH POSITIVE JACOBIAN  
IN THE  THREE-DIMENSIONAL SPACE 

We consider the problem of approximating continuous locally univalent mappings in three-dimensional Euclidean space by smooth mappings with positive Jacobian 
determinant.  
 


