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Зауваження 4. Аналіз розв'язку (35) в залежності від аналітичного виразу функцій 1( , , , ),f t x y z  1 ( , , ),jg x y z  

2 ( , , ),jg x y z  1 ( , , ),j t y z  2 ( , , ),j t y z 1 ( , , ),j t x z  2 ( , , ),j t x z  0 ( , , )g t x y проводиться безпосередньо із загальних структур. 

ВИСНОВКИ. Методом інтегральних і гібридних інтегральних перетворень Фур'є у поєднанні з методом головних 
розв'язків (функцій впливу та функцій Гріна) побудовано інтегральне зображення точного аналітичного розв'язку 
гіперболічної крайової задачі математичної фізики в напівобмеженому багатошаровому просторовому середовищі, 
Одержаний розв'язок носить алгоритмічний характер, неперервно залежить від параметрів і даних задачі й може 
бути використаний як в подальших теоретичних дослідженнях, так і в практиці інженерних розрахунків реальних 
процесів, які моделюються гіперболічними крайовими задачами математичної фізики неоднорідних середовищ. 
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ГЛОБАЛЬНИЙ АТРАКТОР  

ДЛЯ ОДНІЄЇ МНОГОЗНАЧНОЇ ІМПУЛЬСНОЇ ДИНАМІЧНОЇ СИСТЕМИ 
 
Методами теорії глобальних атракторів досліджено якісну поведінку однієї нескінченновимірної імпульсної дина-

мічної системи без єдиності. Доведено існування глобального атрактору, встановлено його явний вигляд та влас-
тивість інваріантності. 

 
Вступ. Автономна еволюційна система називається імпульсною (або розривною) динамічною системою (ДС), 

якщо її траєкторії зазнають імпульсного впливу в моменти досягнення ними деякої фіксованої гіперповерхні фазово-
го простору [3]. Якісному дослідженню таких систем в скінченновимірному випадку присвячено роботи [2, 4, 6, 8]. 
Для нескінченновимірних дисипативних ДС однією з найбільш важливих задач якісної теорії є дослідження глобаль-
ного атрактору [9]. Перенесення класичних результатів теорії глобальних атракторів напівгруп на імпульсні ДС для 
різних класів задач здійснено в [1, 5]. В даній роботі, використовуючи методи роботи [7], існування та властивості 
глобального атрактору досліджено для одного класу нескінченновимірних  імпульсних ДС без єдиності.  

Побудова многозначної імпульсної динамічної системи. Нехай  ,X  – метричний простiр,  P X  (  X  ) – мно-

жина непорожніх (непорожніх обмежених) пiдмножин X .  

© Романюк І., 2016 
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Означення 1. Многозначне відображення  :G R X P X    називається многозначною динамічною системою 

(МДС), якщо 

1)  0,x X G x x   ; 

2)     , 0 , , ,x X t s G t s x G t G s x      . 

Означення 2. Підмножина A X  називається глобальним атрактором МДС G , якщо  
1) A – компактна множина; 
2) A – рівномірно притягуюча, тобто     , , 0,B X dist G t B A t    ; 

3) A – мінімальна в класі замкнених множин, що задовольняють 2). 
Наступний результат гарантує критерій існування глобального атрактора для дисипативної МДС. 
Лема. [7] Нехай для МДС G  виконується умова дисипативностi: 

       0 00 ,B X B X T T B t T G t B B          .                                         (1) 

Тодi є еквівалентними наступні умови: 
1) МДС G  має глобальний атрактор; 
2) МДС G  є асимптотично компактною, тобто 

   ,n n nt B X G t B      послідовність  n є передкомпактною.                          (2) 

Крім того, для глобального атрактора A  справедлива формула: 

   0
0

: ,
t

A B G t B
 

     .                                                                        (3)  

У даній статті будемо розглядати МДС G , що породжується наступною імпульсною задачею. 

Нехай в фазовому просторі X  задана неперервна напiвгрупа :V R X X   , траєкторії якої зазнають імпульс-

ного многозначного збурення, що задається відображенням  :I M P X  при зустрічі з замкненою множиною 

M X . Будемо вважати траєкторії неперервними справа. 
Тоді для коректного задання імпульсної траєкторії будемо вважати виконаними наступнi умови: 

 M I M   ,                                                                                 (4) 

     0, ,x M x t V t x M         .                                                           (5) 

Введемо позначення:  

   
0

,
t

x X M x V t x M



 
    

 
 . 

Тоді, якщо  M x   , то існує момент часу   0s x   , такий що  

   
 

, 0, ;

, .

V t x M t s

V s x M

   
 

 

Імпульсна траєкторія : R X  , що стартує з точки x X , будується наступним чином. 

Якщо  M x   , то    , 0t V t x t    .  

Якщо  M x   , то для  0 0s x   ,  1 0 ,x V s x M   і довільного 1 1x Ix   визначаємо  на  00, s  за на-

ступним правилом: 

 
   0

1 0

, , 0, ;

, .

V t x t s
t

x t s

   


 

Якщо  1M x    , то    0 1 0,t V t s x t s     .  

Якщо  1M x    , то для  1 1 0s x   ,  2 1 1,x V s x M  і довільного 2 2x Ix   визначаємо  на  0 0 1,s s s  

за наступним правилом: 

     0 1 0 0 1

2 0 1

, , s , ;

, s .

V t s x t s s
t

x t s





     
  

 

Міркуючи аналогічно, отримаємо імпульсну траєкторію зі скінченною або нескінченною кількістю імпульсних то-

чок  
1

n
n

x X


  та відповідних їм моментів часу    0

0,n n
s    . 

Покладемо 0 1
0

: 0, : , 0
n

n k
k

t t s n


   .  

Якщо  має нескінченну кількість імпульсів, тоді  10 ,n nn t t t      маємо формулу 

     1

1 1

, , t , t ;

, .

n n n n

n n

V t t x t
t

x t t





 

    
 
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Через xK позначимо множину всіх імпульсних траєкторій, що стартують з точки x .  

Будемо вважати виконаною наступну умову: 

x X   кожна траєкторія xK  визначена на  0, ,                                             (5) 

тобто для будь-якої імпульсної траєкторії кількість імпульсних точок або не більш як скінчена, або 
0

k
k

s



  .  

Покладемо 0x X t         , xV t x t K   . 

Легко показати, що  :V R X P X   задовольняє умови означення 1, тобто є МДС, яку будемо називати імпу-

льсною МДС. 

Основний результат. Розглянемо компактне щільне вкладення трійки гільбертових просторів *V H V  . По-

значимо   та  ,   норму та скалярний добуток в H . Нехай V норма в V та 
2 20 Vu V u u      . 

Розглянемо лінійний неперервний самоспряжений оператор *:A V V такий, що 20 , Vu V Au u u      . 

Нехай   1i i
V


   – повна ортонормована в H система така, що  

1 21 , 0 , ,i i i ii A i              . 

Нехай неперервна напівгрупа :V R H H    породжується задачею  

, 0
dy

Ay t
dt

   ,                                                                                (7) 

тобто для 0 1 i iiy c H
     

   0
1

, it
i i

i
V t y y t c e





   . 

Будемо розглядати імпульсне збурення з такими параметрами: 

для фіксованих 1p  ,    1
0, , 0, 0

p
i i

a       імпульсна множина задається рівністю 

1 1
1, 0,

p

i i i i i
i i

M y c H i p c c a


 

           
  

  .                                                 (8) 

Імпульсне відображення  :I M P H  задається рівністю 

для 
1

i i
i

y c M



       

1 1 1
1, 0, 1 .

p

i i i i i i i
i i p i

Iy c c i p c c a
 

   

              
  
                          (9) 

В [8] було доведено існування глобального атрактору для імпульсної динамічної системи в наступному однозна-

чному випадку: A   ,  2H L  ,    2
1 11, : , 1p I M L c c     ,  

      2
1 1 1

2
, , 1 i i

i
M y L y a Iy c c




          . 

Основним результатом даної роботи є наступна теорема. 

Теорема. Для будь-яких 1p  ,    1
0, , 0, 0

p
i i

a       задача (7)–(9) породжує многозначну імпульсну 

динамічну систему V , що задовольняє умови (1), (4)–(6) і має в просторі H  глобальний атрактор A , для якого 
справедлива формула 

     
1 1 1

| 0, , 0, , 1 0i i
p p p

i i i i i i i
i i i

A c e c c e a c a   

  

 
           
 
   .                          (10) 

Крім того, A задовольняє наступну властивість інваріантності: 

 0 , \ \t V t A M A M   .                                                                 (11) 

Доведення. Доведемо виконання умов (4)–(6). 
Умова (4) випливає з означення множини M та відображення I . Перевіримо виконання умови (5). В силу (7) для 

0( ) ( , )y t V t y маємо, що  

    0, ,it
i iy t e y   .                                                                  (12) 

Нехай 0y M . Розглянемо функцію  

   0
1

,i
p

t
i i

i
g t e y


   . 

Так як  0g a  і 1,i p   0i   0 , 0iy   ,то  

   0 1
1

0 ,
p

i i i
i

g y a


        . 
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Отже, для деякого  0 0 0 0y    отримаємо, що  00,t     1

2

a
g t a t


  . Звідси випливає виконання умови 

(5). Перевіримо умову (6). Якщо траєкторія не зазнає імпульсних збурень, то (6) виконується. В іншому випадку роз-

глянемо  0y I M . Оскільки  

   0
1

' , 0i
p

t
i i i

i
g t e y


      , 

то  0 0 0 0 :s s y        0 0 0 00, , , , ,t s V t y M V s y M    . 

Тоді  

 0 1 0
0 0

1 1
,i

p p
s s

i i i
i i

a e y e y 

 
       . 

Отже,  

0
1

0
1

1
ln

p

i
i

y
s

a


 




.                                                                         (13) 

З іншого боку  

    00
0

1
, 1 pi

p
ss

i i
i

a e y a e



       . 

Отже,  

 0
1
ln 1

p

s  


. 

Після стрибка для 1 0 0( ( , ))y I V s y   повторюємо попередні міркування і для 1s  одержуємо вказану оцінку і т.д. 

Одержимо нескінчену кількість імпульсних моментів   0k k
s


 , причому  

 1
0 ln 1k

p

k s   


,                                                                      (14) 

 
1

ln 1 ,
k

j k
j p

k
s t k


    


 .  

Отже, V  задовольняє (6). Доведемо існування глобального атрактора. Для цього необхідно довести виконання 
умов дисипативності (1) та асимптотичної компактності (2). 

Нехай 0y R . Якщо траєкторія, що стартує з точки 0y , не зазнає імпульсних збурень, то за час 
1

1
ln R 


 во-

на опиняється в одиничній кулі. Інакше в силу (13) за час 1
0

1

1
ln

p

i
i

R
s

a


 




 фазова точка досягає поверхні M і опи-

няється в точці  1 0 0( , )y I V s y  . Отже потрібно довести, що 

   
00 0 00 0 0 yR R T T R y I M y R y K             t T    0y t R . 

З попередніх міркувань  y   має стрибки в моменти часу  0 0 1,s ,s s  з імпульсними точками 
1j j

y



і 

 1
0 ln 1j

p

j s   


. Нехай 0
1 1 1

p

i i i i i i
i i i p

y c c c
 

   
        . Тоді  

22
0

1
i

i p
c y



 
 ,                                                                            (15) 

0 0 0
1 0 0

1 1 1
( , ) i i i

p
s s s

i i i i i i
i i i p

y V s y c e c e c e
 

  

   
            , 

1 01 0
22 22 2

1 0
1

p
p

ss
i

i
y e c e y  


  . 

Покладемо       
1
min i

i p 
   , тоді 

2
2

2
1

p

i
i

a
c p





 . Так як 

 1
i

a
c


 


, то    22

2

2
1

1p

i
i

a
c p



 
 


 . 

Звідси                                 
1 00

2222 2 22
1 02

1 1

1
pi

p
ss

i i
i i p

a
y c c e p e y

  

  

 
     


  , 
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      1 0 10 11 1 1

2 2 2
22 22

2 02
1 1

pii
p

s ss ss s
i i

i i p

a
y c e c e e p e y

      

  
       


  , 

        1 0 10 1

2222 2 22
2 02

1 1

1
pi

p
s ss s

i i
i i p

a
y c c e p e y

    

  

 
     


   , 

Після k  кроків отримуємо 

1 0

2
22 2

1 02

k
p jj s

k
a

y p e y  


  


,                                                          (16) 

  1 0

22
2 2 2

1 02

1 k
p jj s

k

a
y p e y  




  


.                                                    (17) 

Таким чином, використовуючи (14), з (16), (17) отримуємо, що 

       
 1

22 2 1
2 2

0 02

1
, 1

p

p

ka
T T R t T V t y p y

  


 

      


 , 

а отже, виконується умова дисипативності. 

Нехай   ( )
0

1

n n
i i

i
y c





 
  

 
  – довільна обмежена послідовність початкових даних. Якщо відповідні траєкторії не пе-

ретинають M , то для довільного nt  : 

     0 0, , 0,n n
n nV t y V t y n   . 

Отже, будемо розглядати випадок, коли є перетин з M та  
0
ny R . 

Тоді  

 ( ) 1
0 ln 1n

i
p

i s   


, 

      ( )

1
1 1

n
i i

p
n n n s

i i i i
i i p

y c c e
 

  
      . 

Для    nt      1, , :k n k n n      
( ) ( ) 1

( ) ( )

0 0

k n k n
n n

j n j
j j

s t s


 
   . 

Тоді  

 
        ( )

0

1
1 1

k n n
i jj

p sn n n
i i i ik n

i i p
y c c e 

 


  

      .                                                     (18) 

Так як  k n  ,    1
0 n

i

a
c

 


, то з формули (18) по підпослідовності   

     
0

1 1 1
,

k n
i jj

p psn n
n i i i i i i

i i p i
c c e c n

 

   

               

де  
1

1
p

i i
i

c a


   . Крім того, оскільки  
( )

( )

0

1
0, ln 1

k n
n

n n j
j p

t s


 
     

  
 , то по підпослідовності  0, ,n     

,n   де   визначається з рівності 
1

i
p

i i
i

c e a 


  . Отже, для   0, n

n nV t y    по підпослідовності  

 
1

, ( , ) i
p

n n n i i
i

V V e c 


         , 

що і доводить асимптотичну компактність, а отже, існування глобального атрактора. Крім того, використовуючи фо-
рмулу (3), отримуємо, що глобальний атрактор складається з граничних точок всіх послідовностой вигляду 

  0, n
nV t y , де    00

ny B , nt  . Отже,  

 
 

0, , 1

0

0i

i

p

i i
i

c

A c e 

  


 
   

 
 ,   де  

1 1
, 1i

p p

i i i i
i i

c e a c a 

 
      . 

При цьому, якщо 0ic  такі, що  
1

1
p

i i
i

c a

   , то рівністю 

1

i
p

i i
i

c e a 


   момент 0  визначається одно-

значно, для функції          
1

: 0 1 , 0, lim 0i

p
t

i i
ti

f t c e f a f t f t


      .  
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Доведемо виконання властивості інваріантності (11). Нехай 0 \y A M . Тоді  0
1

, 0,i
p

i i
i

y c e 


    . Нехай 

0s  – момент потрапляння траєкторії, що стартує з 0y , на множину M . Оскільки  0 0,V s y M  тоді і тільки тоді, 

коли 0

1

i i
p

s
i i

i
c e e a  


  , а 

1

i
p

i i
i

c e a 


  , то 0s    , отже 0s     . Тоді  00,t s    

   0 0
1

, , \i i
p

t
i i

i
V t y V t y c e e A M  


    , 

   0 0
1 1

, , 0, 1 \
p p

i i i i i
i i

V s y c c c a A M
 

          
 
  . 

Повторюючи попередні міркування на    0 0 1 0 1 0 1 2, , ,s s s s s s s s     і т.д., одержуємо, що 

 0 , \ \t V t A M A M   .   

Тепер нехай 0t   – довільне і \A M . Тоді  
1

, 0,i
p

i i
i

c e 


     , причому  

1
1

p

i i
i

c a

    та 

1

i
p

i i
i

c e a 


  . Якщо  0,t  , то для  

0
1

\i
p

t
i i

i
y c e A M 


    маємо  

     
0 0

1 1
, , i i i

p p
t t

i i i i
i i

V t y V t y c e e c e    

 
        . 

Отже,  

   0, , \V t y V t A M   . 

Далі, якщо t   , то будемо виходити з рівності t t     і по кожному t   вибирати 0 \y A M  так, щоб 

   0,V t y I M   , вибираючи при цьому весь час одні і ті ж імпульсні точки 
1

p

i i
i

c


 , де ic  – з визначення  . На-

приклад, для  ,t      покладемо 
  

0
1

\i
p

t
i i

i
y c e A M

  


   .  

Тоді       
0

1 1
, i i i

p p
t t

i i i i
i i

V t y c e e c e M
      

 
        . Оскільки для 1 1

1
( , )

p

i i
i

y c IM V y 


      , то  

     1 0 0, , ( , , ( , \ )V y V V t y V t y V t A M             , 

що й потрібно було довести. Теорему доведено. 
Висновки. Розглянуто якісну поведінку однієї нескінченновимірної динамічної системи без єдиності. Знайдено 

явну формулу глобального атрактору цієї динамічної системи та на основі одержаної формули, доведено виконання 
властивості інваріантності. 
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ГЛОБАЛЬНЫЙ АТРАКТОР  
ДЛЯ ОДНОЙ МНОГОЗНАЧНОЙ ИМПУЛЬСНОЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 

В работе методами теории глобальных аттракторов исследуется качественное поведение одной бесконечномерной импульсной динамической 
системы без единственности. Доказано существование глобального аттрактора, установлен его явный вид и свойство инвариантности 
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GLOBAL ATTRACTOR FOR ONE MULTIVALUED IMPULSIVE DYNAMICAL SYSTEM 
In this paper, using the theory of global attractors was studied the qualitative behavior of one infinite-dimensional impulsive dynamical system without uniqueness. Was 

proved existence of the global attractor, found his explicit form and invariance condition. 
 


