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ІНТЕГРАЛЬНЕ ЗОБРАЖЕННЯ РОЗВЯЗКУ ПАРАБОЛІЧНОЇ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧІ  
З ПОХІДНОЮ ПО ЧАСУ У КРАЙОВИХ УМОВАХ ТА УМОВАХ СПРЯЖЕННЯ  

 
Методом гібридного інтегрального перетворення типу Ейлера – Фур'є – (Конторовича – Лєбєдєва) на полярній осі із 

двома точками спряження побудовано інтегральне зображення точного аналітичного розвязку мішаної крайової задачі 
для рівнянь параболічного типу у припущенні, що крайові умови та умови спряження містять похідну по часовій змінній. 

 
Вступ. Композитні матеріали широко застосовують у різноманітних технологічних процесах, будівництві, енерго-

збереженні, у звязку з чим виникає необхідність постановки і розвязування задач теплопровідності в середовищах, 
неоднорідних по своїй структурі (багатошарові тіла). При цьому неоднорідність середовища приводить до розгляду 
крайових і мішаних задач із кусково-неперервними або кусково-сталими коефіцієнтами [2; 8].  

В усіх випадках процеси поширення теплоти вивчались у припущенні, що межа середовища жорстка  відносно 
відбиття хвиль. Однак, якщо припустити, що на межі середовища може відбуватись поглинання хвиль (мяка межа), 
одержимо крайову задачу, що містить похідну по часу в операторах крайових умов та умов спряження виду 
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 , 2,1k , j  – номер точки спряження. 

Для розвязування таких задач, як правило, застосовувався метод інтегрального перетворення Лапласа. Це при-
водило до крайової задачі на кусково-однорідному сегменті для сепаратної системи звичайних диференціальних рів-
нянь другого порядку з відповідними крайовими умовами та умовами спряження, залежними від комплексного пара-
метра перетворення Лапласа. Маємо дві нелегкі задачі: розвязання крайової задачі в зображеннях за Лапласом та 
знаходження оригіналу одержаного розвязку. Виявляється, що можна отримати інтегральні перетворення зі спектра-
льним параметром, які спрацьовують для задач із мякими межами за такою самою логічною схемою, як інтегральні 
перетворення без спектрального параметра в задачах із жорсткими межами. Побудові одного класу таких гібридних 
інтегральних перетворень, породжених гібридним диференціальним оператором Ейлера – Фур'є – (Конторовича – Лє-
бєдєва) на полярній осі, присвячено цю роботу. 
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3) існують такі числа 1  та 2 , що справедливі умови обмеження 
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Уведемо до розгляду величини 
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Покажемо, що ГДО )(M  самоспряжений. Згідно із правилом (6) маємо 
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Інтегруємо під знаком інтегралів два рази частинами: 
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У силу умов обмеження (3) вирази в точці 0r  та в точці r  перетворюються на нуль: 
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На підставі базової тотожності (4) маємо таке: 
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Рівність (8) набуває вигляду 

     )(),(, )()( rvMruvuM   .  (9) 
Рівність (9) означає, що ГДО )(M  самоспряжений. Отже, його спектр дійсний згідно з [1]. Оскільки ГДО )(M  має 

на множині 
2I  одну особливу точку 0r , то його спектр неперервний. Вважаємо, що спектральний параметр 

),0(  . Йому відповідає дійсна спектральна функція  
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Фундаментальну систему розвязків для диференціального рівняння Ейлера 0)( 2
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 vbB  складають функції 

)lncos( 11 1 rbrv   та )lnsin( 12 1 rbrv   [5]; фундаментальну систему розвязків для диференціального рівняння Фур'є 

0)( 2
2  vbF  складають тригонометричні функції rbv 21 cos  та rbv 22 sin  [6]; фундаментальну систему для дифере-

нціального рівняння Конторовича – Лєбєдєва 0)( 2
32  vbB  складають функції ),( 31 2 brСv    та ),( 32 2 brDv    [7]. 
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Якщо покласти 
)lnsin()lncos(),( 11111);( 11 rbrBrbrArV 

  , 
rbBrbArV 22222);( sincos),(  ,  (12) 

),(),( 333);( 2 brDBrV   , 

то умови спряження (2) дають для визначення величини jA  ( 2,1j ) та kB  ( 3,1k ) алгебраїчну систему з чотирьох рівнянь: 
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Алгебраїчна система (13) завжди сумісна [3]. При 03 B  розглянемо алгебраїчну систему відносно 2A , 2B : 
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Алгебраїчна система (14) має єдиний розвязок [3]: 
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При визначених 2A , 2B  розглянемо алгебраїчну систему відносно 1A , 1B : 
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Визначник алгебраїчної системи (16) 
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Алгебраїчна система (16) має єдиний розвязок [3]: 
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Підставивши згідно з формулами (15) та (17) визначені величини jA  та kB  у рівності (11), отримаємо: 
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Унаслідок співвідношень (18)  спектральна вектор-функція ),()(  rV  стає відомою.  
Наявність вагової )(r , спектральної функції ),()(  rV  та спектральної щільності 
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Математичним обґрунтуванням формул (19), (20) є твердження. 
Теорема 1. Якщо функція 
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Доведення. Застосуємо метод дельтаподібної послідовності – ядро Коші як фундаментальна матриця розвязків 

задачі Коші для системи рівнянь із частинними похідними параболічного типу, породженої ГДО )(M . 

Розглянемо задачу про побудову обмеженого в області    22 ),,0(:),( IrtrtD  розвязку диференціальних рів-
нянь параболічного типу 
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Припустимо, що функція  ),();,();,(),( 321 rturturturtu   є оригіналом за Лапласом щодо t  [4]. У зображенні за Лап-

ласом параболічній задачі (22)–(24) відповідає крайова задача: побудувати обмежений на множині 
2I  розвязок сепаратної 

системи звичайних диференціальних рівнянь Ейлера, Фур'є та Конторовича – Лєбєдєва для модифікованих функцій: 
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У протилежному випадку переходимо до нових початкових даних 111 )()( brgrg  , )()()( 2222 brargrg  , 
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При виконанні умов на коефіцієнти ця система має єдиний розвязок. Фундаментальну систему розвязків для ди-
ференціального рівняння Ейлера 0)( 2
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У рівностях (27) ),,(* rpE j  – функції Коші: 
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У рівностях (28)–(30) беруть участь функції: 
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Умови спряження (26) для визначення величин 1A , 2A , 2B , 3B  дають неоднорідну алгебраїчну систему з чотирьох рівнянь: 
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У системі (31) беруть участь функції 
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та символ Кронекера 2j  ( 012  , 122  ) [3]. 
Уведемо до розгляду функції: 

),(),(),()()( 2212111
12

21,2212211
12

11,, 111 RqRqRqZRqRqRqZpA jjj   , 

),()(),()()( 221222
22

12;,221212
22

22;,;, 232323 RqRqRURqRqRUpB jqjqjq   , 

),(),(),(),(),( 222
1
1211

12
21,222

1
2211

12
11,

*
1, 111 rqRqRqZrqRqRqZpr   , 

),()(),()(),( 222
2
112

22
22;,222

2
212

22
12;,

*
2,, 232323 rqRqRUrqRqRUpr qqq   . 

Припустимо, що виконана умова однозначної розвязності крайової задачі (25), (26): для isp   із 0Re p , 
де 0  – абсциса збіжності інтеграла Лапласа та ),(Im  sp  – визначник алгебраїчної системи (31) 
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Визначимо породжені неоднорідністю системи (25) функції впливу: 
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У результаті однозначної розвязності алгебраїчної системи (31), підстановки отриманих значень jА  та kB  у фор-
мули (27) і низки елементарних перетворень маємо єдиний розвязок крайової задачі (25), (26): 
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Повертаючись у (34) до оригіналу, отримуємо єдиний розвязок параболічної задачі (22)–(24): 
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У рівностях (35) за означенням [4] 
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Особливими точками функцій ),,(*
);(  rpH jk  є точки галуження 2
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Звідси випливає, що )exp()()()( 2222222 ikp jj  ;  ddp 2 . 
Якщо скористатися методом контурного інтеграла, лемою Жордана і теоремою Коші [4], то формули (36) можна 

перетворити майже на розрахункові: 
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Тут Im(...)  означає уявну частину виразу (…). 
Виконавши зазначені у формулі (37) операції, знаходимо 
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Розвязок (35) параболічної задачі (22)–(24) набуває вигляду 
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Унаслідок властивостей ядра Коші як дельтаподібної послідовності та початкових умов (23) одержуємо інтегральні 
зображення: 
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Помножимо рівність (40) на )()( 1 rRr  , рівність (41) – на )()( 21 rRRr  , а рівність (42) помножимо на )( 2Rr   
і додамо. У результаті приходимо до інтегрального зображення (21). Теорему доведено. 

Застосування запровадженого формулами (19), (20) гібридного інтегрального перетворення (ГІП) базується на ос-
новній тотожності інтегрального перетворення ГДО )(М . 

Теорема 2. Якщо функція )]([)( rgM   неперервна на множині 
2I , а функції )(rg j  задовольняють умови спряження 
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та умови обмеження (3), то справджується основна тотожність ГІП ГДО )(М : 
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Доведення тотожності (44) здійснюється за відомою логічною схемою [5; 7]. 
 
Висновки. Наявність інтегрального зображення (21) дозволяє побудувати пряме (19) та обернене (20) ГІП, поро-

джені ГДО Ейлера – Фур'є – (Конторовича – Лєбєдєва) )(  на полярній осі із двома точками спряження. Отримані 
ГІП можна застосовувати для знаходження точних аналітичних розвязків мішаних крайових задач як із мякими, так і з 
жорсткими межами (у цьому випадку коефіцієнти 0k

jm , 0k
jm ). Одержані розвязки неперервно залежать від па-

раметрів та даних задачі й можуть використовуватись у теоретичних дослідженнях і в компютерному моделюванні 
процесів поширення теплоти в кусково-неоднорідному середовищі. 
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ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ РЕШЕНИЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ  
С ПРОИЗВОДНОЙ ПО ВРЕМЕНИ В КРАЕВЫХ УСЛОВИЯХ И УСЛОВИЯХ СОПРЯЖЕНИЯ 

Методом гибридного интегрального преобразования типа Эйлера – Фурьє – (Конторовича – Лебедева) на полярной оси с двумя то-
чками сопряжения получено интегральное представление точного аналитического решения смешанной краевой задачи для уравнений 
параболического типа в предположении, что краевые условия и условия сопряжения содержат производную по времени. 
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THE INTEGRAL REPRESENTATION OF THE SOLUTION OF PARABOLIC BOUNDARY VALUE PROBLEM  

WITH DERIVATIVE BY TIME IN BOUNDARY CONDITIONS AND CONDITIONS OF CONTRACTING 
Using the hybrid integral transformation type Euler – Fourier – (Kontorovich – Lebedev) on a polar axis with two conjugation points, it was 

obtained the integral representation of exact analytical solution of the mixed parabolic boundary value problem equations of parabolic type in sup-
position that the boundary conditions and conjugation conditions contain the time derivative. 

 
 
 
 

  


