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Із цього робимо висновок про те, що 
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Матриця, що складена з ijb , є одиничною, а така матриця додатно визначена.  
Отже, до n-вимірного вінерівського процесу W  застосовна теорема Колмогорова, тому він має інфінітезимальний 

оператор, який, у свою чергу, має зображення 
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тобто – це оператор Лапласа, або лапласіан: 
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Цей оператор визначений для усіх двічі рівномірно неперервно диференційовних функцій, зокрема фінітних, тому W  
є дифузійним процесом.Теорему повністю доведено. 

 
Висновки. Продемонстровано застосування теореми Колмогорова для доведення дифузійності багатовимірного 

вінерівського процесу. Знайдено інфінітезимальний оператор півгрупи операторів зсуву, що породжені перехідною 
ймовірністю цього процесу, та показано, що цей оператор буде лапласіаном. 
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СТОХАСТИЧНЕ ХВИЛЬОВЕ РІВНЯННЯ ЗІ СТІЙКИМ БІЛИМ ШУМОМ 

 
Розглянуто хвильове рівняння на площині зі стійким білим шумом. Визначено потенційний розвязок рівняння за 

допомогою формули Пуассона – Парсеваля. Установлено локальні властивості реалізацій потенційного розвязку та 
доведено, що він є узагальненим розвязком рівняння. 

 
Вступ. Рівняння математичної фізики з випадковою правою частиною відіграють значну роль у моделюванні. Бі-

льшість літератури з тематики присвячено або випадку загальних стохастичних мір [6, 7], або випадку гауссівських чи 
субгауссівських розподілів випадковості [1, 2, 3, 4, 5, 8, 9, 10]. Тому наявні результати непридатні в ситуації, коли 
випадковість має важкі хвости розподілу. Саме таким результатам присвячено цю статтю, яка є продовженням роботи 
[6], де розглядалося хвильове рівняння на площині із просторовим  -стійким білим шумом. У цій роботі також розг-
лянуто хвильове рівняння на площині, але випадковий шум є часово-просторовим. 

У статті наведено основні відомості щодо стійких величин та мір, формула Пуассона – Парсеваля для хвильового 
рівняння зі стійким білим шумом та короткі відомості щодо зображення Лепажа. Міститься формулювання та дове-
дення основного результату статті. 
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Попередні відомості. Стійкі величини та їх розподіли. У цiй статті розглядатимуться лише симетричнi  -стійкі 

( )S S  випадкові величини з (0,2) . Докладнішу iнформацiю про стiйкi величини можна знайти у [6]. Випадкова 

величина   є S S із параметром масштабу , 0,   якщо її характеристична функція 

.iE e e
      

Для стійкої величини   визначимо ln iE e 


      . 

Розглядатиметься S S  міра на 2R R  із незалежними приростами. За означенням це функція 

 2: fM B R R R  , де  2
fB R R  – сім'я борелевих підмножин скінченної міри Лебега, із властивостями: 

1) для будь-якої борелевої множини  2
fA B R R   випадкова величина ( )M A  є S S  із параметром масштабу, 

що дорівнює ( )A , –  мiрi Лебега множини ;A  

2) для неперетинних множин  2
1,..., n fA A B R R   значення    1 ,..., nM A M A   є незалежними; 

3) для неперетинних множин  2
1,..., ,...n fA A B R R   таких, що  2

1 n f
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  майже напевно. 

Для функцій  2( , )f x t L R R    інтеграл 
20
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R

I f f x t M dx dt


    визначено як границю за ймовірністю  інтегра-

лів від простих функцій з обмеженим носієм. Справедлива ізометрична властивість 
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( ) ( , ) .

R
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Для M  виконується зображення Лепажа. Нехай   – довільна неперервна додатна щільність розподілу на 2R R . 
Незалежні набори       , 1 , , , 1 , , 1k k k kk k g k       задовольняють такі умови: 

1)  , 1k k   – послідовність моментів стрибків пуассонівського процесу з одиничною інтенсивністю; 

2)   , , 1k k k    – незалежні випадкові вектори зі щільністю  ; 

3)  , 1kg k   – незалежні центровані нормально розподілені величини з 1.kE g     
 

Тоді M  має такий самий розподіл, що й 
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, причому ряд майже напевно збігається. 

Рівність (1) потрібно розуміти в такому сенсі: для довільних  2
1,..., nf f L R R    вектор     1 ,..., nI f I f  має такий 

самий розподіл, що й вектор     1 ,..., nI f I f  , де 
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1
, , .n k k k k kk

k
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         (2) 

Надалі без обмеження загальності вважатимемо, що M задається формулою (1), а для функції  2( , )f x t L R R    

інтеграл 
20

( ) ( , ) ( , )
R

I f f x t M dx dt


    задається формулою (2), причому ряд є збіжним майже напевно. 

Формула Пуассона – Парсеваля для хвильового рівняння з білим шумом. Ми розглядаємо хвильове рівняння 
з випадковим збуренням: 
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У цьому рівнянні  випадкове збурення є просторово-часовим шумом, тобто ( , ) ( , ) ( , ),f x t x t M x t    де ( , )M x t  – "

 -стійкий білий шум" у 2R , що є щільністю Радона – Нікодима (в узагальненому сенсі) міри ,M 2: R R R    – 
неперервна обмежена функція. 

Як потенційний розв'язок рівняння (3) варто розглянути функцію, що задана формулою Пуассона – Парсеваля: 

   1 2 1 2
22 20 : ( )

, , , ,1( , ) .
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y y M dy dy d
U x t

a a t x y  

  


    
   (4) 

 
Основні результати. Існування розвязку хвильового рівняння (3). Розвязок рівняння, заданий за допомогою 

формули Пуассона – Парсеваля, існує з імовірністю 1, про що говорить наступна теорема. 
Теорема 1. Якщо функція ( , )x t  є обмеженою, то інтеграл у (4) визначено майже напевно для всіх 2( , ) .x t R R   
Доведення. Інтеграл у (4) є визначеним, якщо виконується така умова:  
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Перевіримо її. 

 

      
1 2 1 2

1 2 222 2 2 2 220 : ( ) 0 : ( ) 1 1 2 2

, ,

( )

t t

y x y a t y x y a t

y y dy dy ddy dy d C
a t x y a t y x y x






     

  
  

         
     

      

1
2

2
22 22 2 1 20 0 : ( ) 1 2

cos
sin , 1,2

0,2 0( ) cos sin
: ( )

t
i i i

x y a t

y
y y x z id d dC

x xa t x x
x y a t





   

  
        

   
   

         
    

    

   
  2 12 2 2( ) ( )2

( )
02 22 2 2 2 2 20 0 0 0 0 0

( )2
1 2( ) ( )

a t a tt t t
a t

a td d d d dС C C d
a t a t

 
 

  
 

          
        

        
       

     
  

32 2 2 31 2 22 2
0

0 0
( ) .

1 2 1 2 1 2 3 1 2 3

t t
ttC C a C a C a ta t d t d

              
         

            

Оскільки інтеграл скінченний, тобто виконується умова (5), то згідно з визначенням інтеграла  -стійкою мірою, у 
випадку просторового шуму існує розв'язок хвильового рівняння (3), що має вигляд (4). Теорему доведено. 

Поведінка розвязку за просторовою змінною. Виникає природне питання: Чи можна виняткову подію ймовір-
ності нуль у теоремі 1 вибрати одну й ту саму для всіх х? Для того, щоб дати відповідь на це запитання, згадаємо 
розклад Лепажа функції ( , )U x t : 

   
 

11
( )22 21

,
( , ) , .

( ) k k
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Виявляється, що відповідь на питання негативна, більше того, функція ( , )U x t є необмеженою в околі кожної точки, 
в якій   не обертається на нуль. 

Теорема 2. Для будь-яких 0t   та 2x R  таких, що ( , ) 0x t  , та для 0   виконуються такі співвідношення: 

: :
sup ( , ) ; sup ( , ) .

y x y s t s
U y t U x s

   
     

Доведення. Для зручності вважатимемо, не обмежуючи загальності, що 
   ( , ) ( , ) ( , ), , , ,g g gF P F F F P P P                  

для всіх                ( , ) ,, , , 1: ( ) , , , ,g k k k k k k k k gk g g                          . Оскільки при фіксованих 

  ( , ),      ( , )U x t  має гауссівський розподіл, то за законом 0 та 1 для гауссівських мір одержимо 

1)  
:
sup ( , ) 0,1g

y x y
P U y t

 

 
   
 
 

; 

2)  
:
sup ( , ) 0,1g

s t s
P U x s

 

 
   
 
 

. 

Спочатку доведемо, що у (1) імовірність дорівнює нулю для майже всіх   ( , ),     . Припустимо, що 

:
sup ( , ) 1g

y x y
P U y t

 

 
   
 
 

. (6) 

Тоді за властивістю гауссівських полів дістанемо 
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З іншого боку, для майже всіх   ( , ),      знайдеться таке   0 ,k k    , що ;
4 2kt

a a
 
     

2kx 
   . Оскі-

льки     : :k ky y a t y x y         , то 
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. Звідки випливає, що 

2

:
sup ( , ) .g

y x y
E U y t

 

 
  

  
 Ми отримали суперечність із (6). Таким чином, 
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що й потрібно було довести. 
Доведемо, що у (2) імовірність дорівнює нулю для майже всіх   ( , ),     . Аналогічно до попереднього маємо  
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Отже, для майже всіх   ( , ),      маємо 2

:
sup ( , ) .g

s t s
E U x s

 

 
  

  
 Звідси, як вище, 

:
sup ( , ) 0.g

s t s
P U x s

 

 
   
 
 

 

Теорему доведено. 
Доведемо, що функція ( , )U x t  задовольняє рівняння (3) в узагальненому сенсі. 

Теорема 3. Для довільної  функції  2( , ) finx t C R R     з імовірністю 1 виконано рівність 

         
2 2

2
2

2
0 0

( , ) , , , , ,
R R

U x t x t a x t dxdt x t x t M dx dt
t

  
        

    . (7) 

Зауваження. Виняткова подія ймовірності нуль може залежати від  . 
Доведення. Уведемо позначення: 
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  ; (8) 
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Тоді рівність (7) можна записати у вигляді    L R   . 
Нехай supp (0, ) [0, )B R R   . Тоді  
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   1
22 2: ( )

( , )( , ) , ,
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s x x y a t s
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  , 

для , ( , ) 0s R K y s  , та для , ( , ) 0s R K y s  , якщо  1y a R  . Справді, у такому випадку множина інтегрування 

    : :x x y a t s x x y aR       має порожній перетин із (0, )B R , тому інтеграл дорівнює 0. Для  1y a R   матимемо 
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  . 

З іншого боку, із посиленого закону великих чисел та властивостей нормальних величин випливає, що знайдеться 
така  0 0, 1F P    , що для довільних 0  та будь-яких 1k  : маємо  1 ,k C k     2 log 1kg C k   , де 1 2,C C  
– деякі додатні випадкові величини. 

Таким чином, доданок у рівності для  L   обмежений:     1
, ,, log 1RK y s C C k k 
    , де  C   – деяка скін-

ченна випадкова величина. При фіксованих   ( , ), ,         маємо    2 22 2

1
,g k

k
E L C K y s 




       . З оцінки (8) 

випливає, що  2gE L     
 для майже всіх   ( , ), ,        . 

Отже, за теоремою Колмогорова про три ряди для довільної функції    2, finx t C R R     ряд  L   збіжний майже 

напевно. Аналогічно для ряду  R  . Отже, достатньо перевірити рівність відповідних часткових сум, тобто довести, що 
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Щоб довести останню рівність, досить перевірити рівність відповідних доданків, тобто достатньо перевірити, що 
для довільного  :x x y a t s    виконується рівність 

 
 

    
 

:222:

,
, x x y a t s

s x x y a t s

x t
dxdt y s I

a t s x y



  
  


 

  
  . 

Ця тотожність є стандартною (див., наприклад, [5, теорема 3]). Теорему доведено. 
 
Висновки. У статті розглянуто хвильове рівняння з  -стійким збуренням. Доведено, що існує майже напевно 

розвязок рівняння, який задається формулою Пуассона – Парсеваля. Також доведено, що він є узагальненим розяз-
ком рівняння. 
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СТОХАСТИЧЕСКОЕ ВОЛНОВОЕ УРАВНЕНИЕ С УСТОЙЧИВЫМ БЕЛЫМ ШУМОМ 

Рассмотрено волновое уравнение на плоскости с устойчивым белым шумом. Потенциальное решение уравнения определено фор-
мулой Пуассона – Парсеваля. Установлены локальные свойства реализаций потенциального решения. Доказано, что оно является обо-
бщенным решением уравнения. 
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STOCHASTIC WAVE EQUATION WITH STABLE WHITE NOISE 

A planar wave equation with stable white noise is considered. One potential solution to the equation is defined of Poisson – Parseval formula. 
Local sample properties of the candidate solution are studied. It is shown that the candidate solution is a generalized solution to the equation.  

 


