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ПРО МОДУЛІ НЕПЕРЕРВНОСТІ ДРОБОВОГО ПОРЯДКУ,  

ПОРОДЖЕНІ ПІВГРУПОЮ ОПЕРАТОРІВ 
 

Отримано узагальнення на випадок не цілого   відомого твердження про те, що не кожна  -мажоранта є модулем 
неперервності порядку  , породженим півгрупою операторів. Наведено приклад нерівності для модулів неперервності 
порядку  , яка виконується при цілих  , але є хибною для не цілих .   

 
Вступ. Нехай X  – лінійний простір,  : 0hT h 

 
– однопараметрична сім`я лінійних операторів : X XhT  , 0h  , 

яка утворює півгрупу, тобто 0T I  – одиничний оператор і 1 2 1 2h h h hT T T   для довільних 1 0h   і 2 0h  . Нехай також 

існує лінійна множина Y X , на якій введено норму   відносно якої простір Y  є банаховим, причому для всіх f X  

і 0h   справедливе включення  hT I f Y   і 0hT f f  , 0h  . Припустимо також, що для кожного 0h   звуження 

оператора hT  на простір Y , яке ми позначимо hT , є неперервним оператором і його норма 1hT  . 

У випадку, коли X Y  – банахів простір, то півгрупа  : 0hT h  , що задовольняє наведені припущення, назива-

ється стискуючою півгрупою класу  0C  [4]. Для півгруп класу  0C  поняття k -го модуля неперервності для нату-
ральних k  розглядалось у [6]. Для таких півгруп аналогічно до [11] можна означити поняття модуля неперервності 
порядку 0  . 

Основна частина. Означення 1. Якщо X Y  – банахів простір,  : 0hT h   – стискуюча півгрупа класу  0C , число 
0  , то функція 
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називається модулем неперервності елемента f Y  порядку 0  , породженим півгрупою  : 0hT h  . 

Відомо [8, пункт 407], що при всіх  1,1x   і 0   справедливий розклад    
0

1 1 jj j

j
x C x







   , причому ряд 

справа збігається абсолютно, зокрема, ряд 
0

j

j
C





  збігається. Звідси випливає коректність означення 1, оскільки 

1hT  . Крім того, при 0   і 0   з рівності      1 1 1x x x      ,  1,1x  , випливає співвідношення 

0

j
j j j k

k
k
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  , 0j  , з якого отримуємо, що за умов означення 1 

     h h hI T I T I T        (3) 

Нехай тепер X Y . Якщо f X , то за припущенням елемент  : hg I T f Y   . Якщо 1   і в ряді (2) замінити 

  на 1   та f  на g , то отриманий ряд збігається в Y  і рівність 

       1 1:h h h hI T f I T g I T I T f         
визначає елемент з Y . З рівності (3) випливає коректність цього означення, а отже, і наступного означення 2. 

Означення 2. У випадку X Y  модулем неперервності елемента f X  порядку 1  , породженим півгрупою 
 : 0hT h  , називається функція 

   
 

 
0,

: , : sup h
h t

t f t I T f
 


     , 0t  . 
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Випадок X Y  реалізується, наприклад, якщо X  – це один з наступних банахових просторів: 1)  bUC   – простір 

обмежених рівномірно неперервних функцій :f    з рівномірною нормою; 2) C  – простір неперервних 2 -пері-
одичних функцій з рівномірною нормою; 3)  pL   – простір вимірних інтегровних  у p -му степені функцій :f    

із нормою  
1/

:
p

pf f x dx
 
 
 
 



,  pf L  ; 4) pL
 
– простір вимірних 2 -періодичних функцій :f   , інтегровних 

у p -му степені на  0,2 , із нормою  
1/2

0
:

p
pf f x dx

 
 
 
 
 , pf L  , 1 p   . Нехай також hT  – оператор зсуву на 

0h  , тобто     :hT f x f x h  , x , f X . Тоді  : 0hT h   – стискуюча півгрупа класу  0C  у кожному з цих прос-
торів X . У випадках 2) і 4) модуль неперервності порядку 1  , породжений цією півгрупою, розглядався в [11]. Для 
всіх k  виконуються рівності 

    k
hT f x f x kh  ,          

0
1 : ,

k
k k j j k

h hk
j

T I f x C f x jh f x


      . 

Остання величина називається k -ю скінченною різницею функції f  у точці x  із кроком 0h   [9]. Тому у випад-
ках 1) і 2), коли k   , модуль неперервності, породжений цією півгрупою, є рівномірним k -м модулем неперерв-
ності функції f X . У випадках 3) і 4), коли k   , модуль неперервності, породжений цією півгрупою, є інтегра-
льним k -м модулем гладкості функції f X  [7].  

Випадок X Y реалізується, наприклад, якщо  X UC   – лінійний простір рівномірно неперервних на   функ-

цій :f   ,  bY UC   із рівномірною нормою, а  : 0hT h   – сукупність операторів зсуву на 0h  . При цьому 
модуль неперервності, породжений цією півгрупою, при 2  , 3   і 4   розглядався в [5], [2], [1] відповідно, а при 
довільному  , 2  , наводився в [10]. 

Лема [3]. Нехай виконується одна з умов: і) X Y  – банахів простір,  : 0hT h   – стискуюча півгрупа класу  0C , 

0  ; іі) X Y ,  : 0hT h   – півгрупа операторів в X , яка є стискуючою півгрупою класу  0C  вY , 1  . Нехай 

також f X ,    ,f      – модуль неперервності елемента f X  порядку  , породжений півгрупою  : 0hT h  . 
Тоді справедливі такі властивості: 

 1) 0 0;    
2) функція   є неспадною на [0, );  
3) функція   є неперервною на [0, ) . 
Зауваження  з [10]. Якщо виконуються умови леми і k   , то функція   задовольняє умову:  
4)    kn n      для довільних 0   і n . 
Легко бачити, що умова 4) для невідємних функцій випливає з умови: 
5) функція    0, / k     

 
монотонно не зростає на  0, . 

Відзначимо, що в [9] функції, що задовольняють умови 1) – 3) і 5), називаються k -мажорантами. 
Наступний приклад показує, що нерівність  

   , ,f nt n f t
    , n , 0t  ,  (4) 

для не цілих  ,  узагалі кажучи, хибна. 

Приклад. Нехай X Y  – банахів простір обмежених рівномірно неперервних на [0, )  функцій : [0, )f     із 
рівномірною нормою,     hT f x f x h  , 0x  , 0h  . Тоді  : 0hT h   є стискуючою півгрупою в X  класу  0C . Однак, 

якщо 1
2

   і   11
3

f x x  ,  0,1x ,   4 2
3 3

f x x  , (1,2]x ,   0f x  , 2x  , то для породженого півгрупою  : 0hT h   
модуля неперервності при 2n   і 1t   нерівність (4) хибна, тобто 

   1 1
2 2

,2 2 ,1f f   .  (5) 

Доведемо нерівність (5). Позначимо  

          1/2
1

0 2

, : 1 jj j
h h

j
g x h I T f x C T f x
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2 8
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Зауважимо, що  1
2

1 0jjC   , 1j  . З розкладу    
0

1 1 jj j

j
x C x







    при 1x   отримаємо, що 

     
1
21 1 1

1 1 02 2 2

1 1 1 1 1 1 1j jj j j

j j j
C C C

  

  

                     
   . Звідси, враховуючи невідємність функції f , випливає, що 

   0 ,g x h f x  . Із цієї нерівності та формули (1) отримуємо      1
[0, ], 0 [0, ], 02

, sup , sup ,
h t x h t x

f t g x h g x h
   

   . Маємо 

   1
[0,2], 02

, 2 sup , 1
h x

f g x h
 

   , бо    , 1g x h f x  , причому рівність у цій нерівності досягається, наприклад, при 0x  , 

2h  . Враховуючи, що функція g  є неспадною за h , маємо, що якщо  0,1h , то 

         1 1 1 4 2 2, ,1 1 1 1
2 3 2 3 3 3

g x h g x f x f x x x           
 

 при  0,1x  і        1, 1 1
2

g x h f x f x f     при 1x  . 

Тому  
 

 1
0,1 , 02

2,1 sup ,
3h x

f g x h
 

   . Оскільки 21 2
3

 , то нерівність (5) доведено. 

Теорема. Нехай виконується одна з умов: і) X Y  – банахів простір,  : 0hT h   – стискуюча півгрупа класу 

 0C , 3  ; іі) X Y ,  : 0hT h   – півгрупа операторів в X , яка є стискуючою півгрупою класу  0C  в Y , 4  . 

Тоді для довільного числа 1
2

     існує така функція : [0, )    , не тотожно рівна нулю, що задовольняє 

умови 1)-3) леми, причому функція    0, /       
 
є незростаючою на  0,  і для жодного елемента f X  

не виконується рівність 
   

0
lim , / 1f

 
     . 

Ця теорема узагальнює результати статті [10], в якій за припущень зі вступу до цієї роботи розглядався випадок, коли 
 , 2  , 1     ), та праць [5], [2], [1], в яких розглядався випадок, коли X  – простір рівномірно неперервних на 
осі функцій, hT  – оператор зсуву на h , 2  , 3   та 4   відповідно. У цих працях показано, що при k , 2k  , не 
кожна k -мажоранта є k -м модулем неперервності, породженим півгрупою операторів, для деякого елемента f . 

Доведення. У [3] встановлено нерівність 
         2 , , 1 , 1 ,nf nt f n t f n t C f t            , 0t  ,  (6) 

де 0nC   – стала, що не залежить від f , причому 
3
2nC O n

 
 
 
 

, n . З останньої рівності для функції  t t  , 

 0, 1 / 2t , і    1/ 2t   , (1 / 2, 1]t , маємо 

1 1 1 1 1 1 12 ,
2 2 2 2 2 2 2nC o n

n n n nn
                              

         
, 

тому існують такі числа 0n  , 0 2n   і 0  , що  

0
0 0 0

1 1 1 1 1 12
2 2 2 2 2 2nC

n n n
                      

      
. 

Позначимо 
0

1
2

S
n

 ,  : 2R S  . Визначимо тепер функцію  . Нехай  0 0  , а якщо 1[ , )j jS S  при деякому 

j , то покладемо    /j jR S     . Отримаємо функцію  , коректно визначену на [0, ) , яка задовольняє умови 

1)-3), і таку, що функція    0, /         є незростаючою на  0, . Дійсно, ці умови виконуються для функції 
 , а також 

     1 1

0

1/
2

j j j j j
jS S R S S

n
 


       ,    

0

1lim /
2j

j j j
jS

S R S
n  

      . 

Отже,   неперервна на  0, ;    1 / 2 jjR    , [0, )jS , тому    0 0 0     . Оскільки   неспадна, то 

  неспадна на кожному проміжку 1[ , )j jS S , а тому, з огляду на її неперервність на [0, ) , є неспадною на [0, ) . 

Аналогічно легко бачити, що функція    0, /         є незростаючою на  0, .  
Оскільки 0 1/ 4S  , то при всіх 0j   

    1 1{ 1 / 2 , / 2, 1 / 2 , } [ , )j j j j j jS S S S S S S S     ,  
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тому 

         0
11/ 2 2 / 2 1/ 2j j j j

nS S S S S C S            

    0
0 0 0

1 1 1 1 1 12 1 / 2 1 / 2
2 2 2 2 2 2

j j j j
nR C R R S S S

n n n
                                           

.  (7) 

Якщо функція : [0, ) [0, )     така, що    
0

lim / 1
 

     , то існує таке j , що для всіх (0, )jS  викону-

ється нерівність 

     
0

4nC
 

    


 . 

Звідси, враховуючи (7) і те, що функція   неспадна, отримаємо оцінку 

              
  

0 0
0

1
1 / 2

1 / 2 2 / 2 1 / 2 1/ 2 4 0
4

j
j j j j j

n n
n

S S
S S S S S C S S S C

C


 
              


    , 

що суперечить нерівності (6), якщо в ній покласти 1jt S   і 0n n . Таким чином, функція   не може бути модулем 

неперервності елемента f Y  порядку 0  , породженим півгрупою  : 0hT h  . 
Теорему доведено. 
Висновки. У цій роботі відоме твердження про те, що для модулів неперервності, породжених півгрупою операторів, 

не кожна  -мажоранта є модулем неперервності порядку  , узагальнено на випадок не цілих  . Наведено приклад 
нерівності для модулів неперервності порядку  , яка виконується при цілих  , але є хибною для не цілих  . 
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О МОДУЛЯХ НЕПРЕРЫВНОСТИ ДРОБНОГО ПОРЯДКА,  

ПОРОЖДЕННЫХ ПОЛУГРУППОЙ ОПЕРАТОРОВ 
На случай не целого   получено обобщение известного утверждения о том, что не каждая  -мажоранта является модулем не-

прерывности порядка  , порожденным полугруппой операторов. Приведен пример неравенства для модулей непрерывности порядка 
 , которое истинно при целых  , но не остается таковым для не целых . 
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ON FRACTIONAL ORDER MODULUS OF CONTINUITY GENERATED  

BY SEMIGROUPS OF OPERATORS 
The generalization for the known statement "There exists some  -majorant that is not an order-  modulus of continuity, generated by any 

semigroup of operators" is obtained for non-integer values of  . An example is provided for inequality that is false for non-integer moduli of 
continuity and is true for integer moduli. 

 
 
 
 

  


