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1. Постановка задачi. Дана стаття при-
свячена дослiженню структури множини непе-
рервних розв’язкiв системи нелiнiйних рiзнице-
вих рiвнянь вигляду

x(t+ 1) = A(t)x(t) + F (t, x(t)), (1)

де t ∈ R, A(t) — деяка дiйсна (n × n)-матриця,
F : R×Rn → Rn, в околi особливої точки (∞, 0)(
F (∞, 0) = 0

)
. При рiзних припущеннях вiдно-

сно матриць A(t) i вектор-функцiї F (t, x(t)) цiй
проблемi присвячена велика кiлькiсть робiт [3-
6] i в даний час досить добре вивчена. Особливо
це стосується випадку, коли матриця A(t) не за-
лежить вiд t, тобто є сталою [4]. Що стосується
загального випадку, то тут можна вiдмiтити ли-
ше окремi роботи, в яких вивчалися аналогiчнi
питання для системи рiвнянь (1). Продовжую-
чи цi дослiдження, в данiй роботi система рiв-
нянь (1) розглядається у випадку, коли A(t) є
неперервною N -перiодичною (N — цiле додатне
число) матрицею такою, що detA(t) 6= 0 при
всiх t ∈ R, а вектор-функцiя F (t, x(t)) — непе-
рервною за всiма змiнними i N -перiодичною по
t.

2. Основний результат. В силу [7] iснує
неперервна при t ∈ R замiна змiнних

x(t) = C(t)y(t), (2)

де C(t) — неособлива, N-перiодична (n × n)-

матриця, що приводить систему рiвнянь (1) до
вигляду

y(t+ 1) = Λ(t)y(t) + F̃ (t, y(t)), (3)

де Λ(t) = C−1(t + 1)A(t)C(t) — неперервна,
1-перiодична матриця, для якої виконується
умова det Λ(t) 6= 0, F̃ (t, y(t)) = C−1(t + 1) ×
× F (t, C(t)y(t)).

Позначимо через λi(t), i = 1, 2, ..., n, вла-
снi значення матрицi Λ(t) (легко показати, що
всi λi(t), i = 1, 2, ..., n, є неперервними i 1-
перiодичними функцiями) i припустимо, що во-
ни задовольняють умови

• λi(t) 6= λj(t), i 6= j, t ∈ [0, 1), i, j =
1, . . . , n;

• |λ1(t)| < |λ2(t)| < . . . < |λn(t)|, t ∈ [0, 1).

Не обмежуючи загальностi, далi будемо
вважати, що Λ(t) = diag(λ1(t), . . . , λn(t)). В
противному випадку систему (3) можна приве-
сти до такого вигляду за допомогою деякої не-
особливої замiни змiнних.

Справедлива наступна теорема.

Теорема 1. Нехай виконуються умови:

1. вектор-функцiя F̃ (t, y) є неперервною, N -
перiодичною по t в областi D : t ∈ R, |y| =
max
1≤j≤n

|yj | ≤ b, F̃ (t, 0) ≡ 0 i такою, що для
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довiльних (t, y′), (t, y′′) ∈ D виконується
спiввiдношення

|F̃ (t, y′)− F̃ (t, y′′)| ≤ L(|y′|+ |y′′|)α|y′−y′′|,

де L,α = const > 0;

2. 0 < |λi(t)| < 1, i = 1, 2, . . . , n, t ∈ [0, 1);

3. |λ∗|−1 · |λ∗|1+α = δ < 1,
де λ∗ = min

t∈[0,1)

{
|λ1(t)|

}
,

λ∗ = max
t∈[0,1)

{
|λn(t)|

}
.

Тодi iснує неособлива в областi D∗ ⊂ D замiна
змiнних

y(t) = z(t) + κ(t, z(t)), (4)

де вектор-функцiя κ(t, z) є неперервною по всiх
змiнних, N -перiодичною по t, κ(t, 0) ≡ 0, що
приводить систему рiвнянь ( 3) до лiнiйного
вигляду

z(t+ 1) = Λ(t)z(t). (5)

Доведення. Розглянемо систему рiзнице-
вих рiвнянь

k(t+1,Λ(t)z(t)) = Λ(t)k(t, z(t))+ F̃ (t, k(t, z(t))),
(6)

для якої (використовуючи метод послiдовних
наближень) в деякiй областi D∗ ⊂ D побуду-
ємо розв’язок k(t, z(t)) = z(t) + κ(t, z(t)), що
задовольняє вказаним в теоремi 1 умовам.

Послiдовнi наближення km(t, z(t)), m =
0, 1, . . . , визначимо наступним чином

k0(t, z(t)) = z(t),

km(t, z(t)) = Λ−1(t)km−1(t+ 1,Λ(t)z(t))−

− Λ−1(t)F̃ (t, km−1(t, z(t))).

(7)

Спочатку покажемо, що при всiх t ≥ 0 та до-
статньо малих |z| виконується нерiвнiсть

|km(t, z(t))| ≤ |z(t)|+ L̃|z(t)|1+α, m = 0, 1, . . . ,
(8)

де L̃ — деяка додатна стала, або

|km(t, z(t))− z(t)| ≤ L̃|z(t)|1+α, m = 0, 1, . . . .
(9)

Дiйсно спiввiдношення (9) виконується при
m = 0. Нехай воно виконується для деякого
m ≥ 0. Тодi в силу (7) маємо

km+1(t, z(t))− z(t) =

= Λ−1(t)km(t+1,Λ(t)z(t))−Λ−1(t)F̃ (t, km(t, z(t)))−
−Λ−1(t)Λ(t)z(t)

i, в силу умов теореми, отримуємо

|km+1(t, z(t))− z(t)| ≤

≤ |Λ−1(t)||km(t+ 1,Λ(t)z(t))− Λ(t)z(t)| +

+ L|Λ−1(t)||km(t, z(t))|1+α ≤
≤ |Λ−1(t)|L̃|Λ(t)z(t)|1+α+

+|Λ−1(t)|L
(
|z|+ L̃|z|1+α

)1+α ≤
≤ L̃

(
δ +

L

L̃

(
1 + L̃|z|α

)1+α)|z|1+α ≤
≤ L̃|z|1+α.

Отже, спiввiдношення (9) виконуються при
t ≥ 0, |z| ≤ b∗ та всiх m ≥ 0.

Тепер доведемо, що послiдовнiсть вектор-
функцiй km(t, z(t)),m = 0, . . . , рiвномiрно збi-
гається при всiх t ∈ R+ до деякої неперервної
вектор-функцiї k(t, z(t)). Для цього покажемо,
що при всiх t ∈ R+ таm ≥ 1 справедлива оцiнка

|km(t, z(t))− km−1(t, z(t))| ≤M∆m−1|z(t)|1+α.
(10)

Дiйсно, в силу умов 1–3 та (7) маємо

|k1(t, z(t))− k0(t, z(t))| ≤ |Λ−1(t)Λ(t)z(t)−

−Λ−1(t)F̃ (t, z(t))− z(t)| ≤M |z(t)|1+α,
тобто оцiнка (10) виконується при m = 1. При-
пустимо, що вона має мiсце для деякого m ≥ 1.
Тодi, в силу умов теореми i представлення (7)
знаходимо

|km+1(t, z(t))− km(t, z(t))| =
= |Λ−1(t)km(t+ 1,Λ(t)z(t))−
−Λ−1(t)F̃ (t, km(t, z(t)))−

−Λ−1(t)km−1(t+ 1,Λ(t)z(t))+

+Λ−1(t)F̃ (t, km−1(t, z(t)))| ≤
≤ |Λ−1(t)||km(t+ 1,Λ(t)z(t))−
−km−1(t+ 1,Λ(t)z(t))|+

+|Λ−1(t)||F̃ (t, km(t, z(t)))− F̃ (t, km−1(t, z(t)))| ≤
≤ |Λ−1(t)|M∆m−1|Λ(t)|1+α|z(t)|1+α+

+|Λ−1(t)|L2α
(
|z(t)|+ L̃|z(t)|1+α

)α
×

×M∆m−1|z(t)|1+α ≤

≤M∆m−1
[
δ + L2α

(
|z(t)|+ L̃|z(t)|1+α

)α]
×
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×|z(t)|1+α ≤M∆m|z(t)|1+α,

де δ + L2α
(
|z(t)| + L̃|z(t)|1+α

)α
< ∆ < 1 при

достатньо малих значеннях |z(t)|.
Таким чином, оцiнка (10) має мiсце при

t ≥ 0, |z(t)| ≤ b∗ та всiх m ≥ 1, i тому послi-
довнiсть функцiй (7) рiвномiрно збiгається до
деякої неперервної функцiї k(t, z). Переходячи
в (7) до границi при m → ∞, можна переко-
натися, що k(t, z) є розв’язком системи рiвнянь
(6).

Позначимо

κm(t, z(t)) = km(t, z(t))−z(t), t ≥ 0, m = 0, 1, . . . .
(11)

Тодi легко переконатися, що
lim
m→∞

κm(t, z(t)) = k(t, z(t)) − z(t) = κ(t, z(t))

i κ(t, 0) ≡ 0. Теорема 1 доведена.
Тепер розглянемо випадок, коли умова 3)

теореми 1 не виконується, тобто тодi, коли
|λ∗|−1 · |λ∗|1+α ≥ 1. Для зручностi перепишемо
систему рiзницевих рiвнянь (3) у виглядi

y1(t+ 1) = λ1(t)y1(t) + f1
(
t, y1(t), . . . , yn(t)

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

yn−1(t+ 1) = λn−1(t)yn−1(t)+

+ fn−1
(
t, y1(t), . . . , yn(t)

)
,

yn(t+ 1) = λn(t) yn(t) + fn
(
t, y1(t), . . . , yn(t)

)
.

(12)
Для даного випадку теорема 1 не має мi-
сця, i тому питання представлення неперерв-
них розв’язкiв системи рiвнянь (12) залишає-
ться вiдкритим. Тим не менш має мiсце насту-
пна теорема.

Теорема 2. Нехай виконуються умови 1), 2).
Тодi в деякiй областi D∗ ⊂ D iснує замiна
змiнних

yi(t) = ȳi(t), i = 1, . . . , n− 1

yn(t) = ȳn(t) + γ(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t)),
(13)

де функцiя γ(t, y1(t), . . . , yn−1(t)) є неперерв-
ною при t ∈ R+, N-перiодичною по t,
γ(t, 0, 0, . . . , 0) = 0, та такою, що для довiльних
(t, ŷ1, . . . , ŷn−1) та (t, ỹ1, . . . , ỹn−1) з областi D∗

виконується наступне спiввiдношення

|γ(t, ŷ1, . . . , ŷn−1)− γ(t, ỹ1, . . . , ỹn−1)| ≤

≤ K
( n−1∑
s=1

|ŷs|+
n−1∑
s=1

|ỹs|
)α

(|ŷ1 − ỹ1|+

+|ŷ2 − ỹ2|+ . . .+ |ŷn−1 − ỹn−1|),

(14)

де K = const > 0, яка приводить систему рiв-
нянь ( 12) до вигляду

ȳ1(t+ 1) = λ1(t)ȳ1(t) + f̄1
(
t, ȳ1(t), . . . , ȳn(t)

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ȳn−1(t+ 1) = λn−1(t)ȳn−1(t)+

+ f̄n−1
(
t, ȳ1(t), . . . , ȳn(t)

)
,

ȳn(t+ 1) = λn(t)ȳn(t) + f̄n
(
t, ȳ1(t), . . . , ȳn(t)

)
,

(15)
де функцiї f̄i(t, ȳ1(t), . . . , ȳn(t)), i = 1, 2, . . . , n,
є неперервними, задовольняють умову 2)
вiдносно ȳ1, . . . , ȳn та виконується умова
f̄n(t, ȳ1, . . . , ȳn−1, 0) ≡ 0.

Доведення.
Виконавши в (12) замiну змiнних (13),

отримаємо

ȳ1(t+ 1) = λ1(t)ȳ1(t)+

+f1
(
t, ȳ1(t), ..., ȳn(t) + γ(t, ȳ1(t), ..., ȳn−1(t))

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ȳn−1(t+ 1) = λn−1(t)ȳn−1(t)+

+fn−1
(
t, ȳ1(t), ..., ȳn(t) + γ(t, ȳ1(t), ..., ȳn−1(t))

)
,

ȳn(t+ 1) = λn(t)
(
ȳn(t) + γ(t, ȳ1(t), . . . ,

ȳn−1(t))
)
−γ(t+ 1, ȳ1(t+ 1), . . . , ȳn−1(t+ 1))+

+fn
(
t, ȳ1(t), . . . , ȳn(t) + γ(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t))

)
.

(16)
Безпосередньо iз (16) випливає, що для

доведення теореми достатньо довести iснува-
ння в деякiй областi D∗ ⊂ D розв’язку
γ(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t)) рiвняння

γ
(
t+ 1, λ1(t)ȳ1(t) + f1

(
t, ȳ1(t), . . . ,

ȳn−1(t), γ(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t))
)
, . . . ,

λn−1(t)ȳn−1(t) + fn−1
(
t, ȳ1(t), . . . , γ(t, ȳ1(t), . . . ,

ȳn−1(t))
))

= λn(t)γ(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t))+

+ fn
(
t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t), γ(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t))

)
.

(17)
Розв’язок цього рiвняння будується за до-

помогою методу послiдовних наближень, якi
визначаються наступним чином:

γ0(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t)) = 0, m ≥ 1

γm(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t)) =

= λ−1n (t)γm−1

(
t+ 1, λ1(t)ȳ1(t)+

+ f1
(
t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t), γm−1(t, ȳ1(t), . . .

. . . , ȳn−1(t))
)
, . . . , λn−1(t)ȳn−1(t)+

(18)
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+ fn−1
(
t, ȳ1(t), . . . , γm−1(t, ȳ1(t), ..., ȳn−1(t))

)
−

− λ−1n (t)fn
(
t, ȳ1(t), ..., γm−1(t, ȳ1(t), ..., ȳn−1(t))

)
.

Використовуючи умови теореми та
спiввiдношення (18) можна показати,
що при достатньо малому b∗ функцiї
γm(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t)),m = 0, 1, . . . , є непе-
рервними при t ∈ R+ i задовольняють умовам:

|γm(t, ŷ1(t), .., ŷn−1(t))−γm(t, ỹ1(t), .., ỹn−1(t))|≤

≤ K
( n−1∑
s=1

|ŷs(t)|+
n−1∑
s=1

|ỹs(t)|
)α×

× (|ŷ1(t)− ỹ1(t)|+ . . .+ |ŷn−1(t)− ỹn−1(t)|).
(19)

|γm(t, ȳ1(t),..., ȳn−1(t))−γm−1(t, ȳ1(t),..., ȳn−1(t))|≤

≤M ·∆m−1(
n−1∑
k=1

|ȳk(t)|)1+α,

(20)
де (t, ȳ1, . . . , ȳn−1), (t, ŷ1, . . . ŷn−1),
(t, ỹ1, . . . , ỹn−1) ∈ D∗,K,M — деякi додатнi ста-
лi, 0 < ∆ < 1.

Безпосередньо iз (20) випливає, що при
t ≥ 0, |ȳ| ≤ b∗ послiдовнiсть неперерв-
них функцiй {γm(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t)),m ≥ 0}
рiвномiрно збiгається до деякої неперервної
функцiї γ(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t)). Переходячи в
(18) до границi при m → ∞ легко по-
казати, що функцiя γ(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t)) =
lim
m→∞

γm(t, ȳ1(t), . . . , ȳn−1(t)), є розв’язком фун-
кцiонального рiвняня (17).

Теорема доведена.
Поклавши в (15) ȳn(t) = 0, ми зведемо до-

слiдження системи рiвнянь (15) до дослiдження
системи n−1 порядку. При її дослiдженнi може
трапитись два випадки - коли виконується або
не виконується умова

|λ1∗|−1|λ∗n−1|1+α < 1. (21)

Якщо ця умова не виконується, то до систе-
ми (15), при ȳn(t) = 0, можна застосувати знову
теорему 2 i звести її дослiдження до дослiдже-
ння системи (n − 2)-го порядку. Продовжуючи
цей процес, ми отримаємо систему рiзницевих
рiвнянь n− k порядку, а саме

y(k)(t+1) = Λn−k(t)y
(k)(t)+f (k)(t, y(k), 0, . . . , 0),

(22)
де y(k) = (y

(k)
1 , . . . , y

(k)
n−k), Λn−k(t) =

diag(λ1(t), . . . , λn−k(t)), f
(k) : R × Rk → Rk,

для якої вже буде мати мiсце умова

|λ1∗|−1|λ∗n−k|1+α < 1. (23)

i, отже, матиме мiсце теорема 1.
Оскiльки згiдно теореми 1, дослiдження

структури множини неперервних розв’язкiв си-
стеми рiвнянь (22) зводиться до дослiдження
вiдповiдної їй лiнiйної системи рiвнянь, для якої
загальний неперервний розв’язок можна легко
побудувати, то враховуючи послiдовнiсть вико-
наних замiн змiнних за допомогою яких дослi-
дження системи рiвнянь (1) було зведене до до-
слiдження системи (22), ми зможемо побуду-
вати сiм’ю неперервних розв’язкiв системи рiв-
нянь (1).
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