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Перший інтеграл рівняння Мещерського 
при дробово-лінійному законі зменшення 
радіуса кулі, що летить вгору  

 
Розглянуто випадок вертикального руху в 

повітрі тіла, радіус якого зменшується в часі за 
дробово-лінійним законом. Використовуючи 
спеціальне перетворення змінних, одержано 
розв’язок нелінійного диференціального рівняння 
зі змінними коефіцієнтами в функціях Бесселя. 
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Вступ 
Не дивлячись на те, що пройшло більше ста 

років з часу публікації перших робіт з динаміки 
тіла змінної маси, отримання аналітичних 
розв’язків диференціальних рівнянь, які 
описують рух таких тіл представляє науковий 
інтерес. В цій галузі механіки доводиться 
розв’язувати нелінійні диференціальні рівняння 
зі змінними коефіцієнтами, які відносяться до 
класу Ріккаті [1]. Тільки в окремих випадках 
вдається знайти їх точний аналітичний розв’язок. 
Нижче, при достатньо загальних припущеннях, 
які стосуються сили опору та реактивної сили, 
перший інтеграл рівняння вертикального руху 
тіла вгору виражено у замкнутому вигляді за 
допомогою циліндричних функцій. Відмітимо, 
що І.В. Мещерський [1] перший звів до функцій 
Бесселя розв’язок задачі про вільні коливання 
математичного маятника змінної маси. Надалі 
цей напрямок розвивався в роботах [2,3]. 

Рух кулі змінної маси та розмірів розглядають 
при вивченні польоту згораючих частинок палив, 
дрібнодисперсних хімічно активних відходів 
(викидів) виробництв, падаючих догораючих 

метеоритів і т.д. Тому вивчення особливостей 
балістики тіл, у яких змінюються розміри в часі, 
відноситься до актуальних науково-технічних 
задач. 

При русі тіла змінного розміру проявляється 
ряд особливостей. Процес руху стає 
нестаціонарним. Тому при падінні тіла змінної 
маси втрачає сенс поняття “швидкості витання”, 
величину якої визначив М.Є. Жуковський [4]. 
Траєкторія тіла, маса якого зменшується, може 
обриватися внаслідок повного згорання або 
випаровування рухомого тіла, що неможливо при 
польоті тіла сталої маси. Заслуговує також уваги 
ефект відбиття легкого тіла зустрічним потоком 
[5], та існування екстремуму швидкості [6], 
характерних тільки при русі малої частки змінної 
маси. 

При вивченні руху кулі розглядали різні 
закони зміни розміру тіла [7,8], у тому числі 
лінійний, експонентний та закон 
В. Срезневського. Використовували також 
дробово-лінійний закон, якому приділено менше 
уваги. Його розглядали В.О. Сапа та                     
М.М. Сагітов [9] для лінійного аеродинамічного 
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опору рухові. На відміну від [9] тут 
розглядається випадок квадратичного опору 
газового середовища. 

 
Постановка задачі та загальні гіпотези 

Допускаємо, що сила аеродинамічного опору 
Fc пропорційна площі перерізу сферичного тіла 
та квадрату швидкості його центру мас: 

Fc = Сν S υ2. 

Тут Сν – коефіцієнт опору; S – площа попереч-
ного перерізу тіла; υ(t) – швидкість центру мас 
тіла.  

Дотримуючись публікацій [7,8], реактивну 
силу Fр вважаємо пропорційною швидкості 

підйому тіла та похідній dM
dt

, де M = M(t) – маса 

тіла. Для сферичної частки сталої щільності ρ 
маємо: 

34
3

M r  ; 24dM drr
dt dt

  . 

При обчисленні величини реактивної сили, 
аналогічно [2], вважаємо абсолютну швидкість 
руху частинок, які від’єднуються від кулі рівною 
нулю. 

Тоді, обчислення реактивної сили зводимо до 
формули 

24p
drF r
dt

  . 

Тут 0 ≤ µ ≤ 1 – поправка на те, що при 
всебічному зменшенні маси кулі тільки частина 
маси, яка від’єднується, йде на створення 
реактивної сили. 

В роботах [8,9] приймалося µ = 1, а в роботах 
[6,10] – µ = 0. 

Таким чином, для визначення швидкості 
підйому υ = υ(t) доводиться розв’язувати 
диференціальне рівняння 

p c
dM F F Mg
dt

    .                 (1) 

Тут g – прискорення вільного падіння, знак 
“+” перед Fр відповідає прискорювальній, а знак 
“-” – гальмівній реактивній силі. 

Вважаємо, що зміна радіуса r сферичного тіла, 
яке летить вгору, описується дробово-лінійною 
функцією часу t: 

0

1
rr

t



,                             (2) 

де r0 = r(0); γ > 0– параметр, який характеризує 
інтенсивність зменшення радіуса та маси 
однорідної кулі. 
 

Побудова розв’язку для реактивної сили, 
що прискорює рух 

З урахуванням вищевикладеного 
вертикальний підйом однорідної кулі описуємо 
диференціальним рівнянням: 

23d r k g
dt r r
      

 ,                 (3) 

де 3
4

Ck 


  – зведений коефіцієнт опору; точка 

над символом означає похідну за часом. 
Початковою умовою до (3) приймаємо: 

υ (0) = υ0,                              (4) 

позначивши через υ0 початкову швидкість 
польоту. 

Враховуючи (2), перетворенням 

2

0

d d dr dr
dt dr dt r dr


                     (5) 

представляємо рівняння (3) у вигляді 

2
0

0 3 2
3 ,gd k

dr r r r
                     (6) 

де 0 0
0 0, .kr grk g

 
   

Далі (6) зводимо до загального рівняння 
Ріккаті [11]: 

     2
r f r g r h r      ,            (7) 

в якому      0 0
3 2

3; ; .k gf r g r h r
rr r


     

Підстановкою [11]: 

    exp ,f r u r dr                  (8) 

перетворюємо (7) в лінійне диференціальне 
рівняння другого порядку: 

 
2

0 0
2 5

3 1 0k gd u du u
r drdr r

    .        (9) 

Вираз (9) відноситься до рівнянь типу Бесселя 
і його загальним розв’язком є: 

     
3
2

1 2u r r c J c Y


      .       (10) 
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Тут 2
3

    ; 0 0
3/2

2
3

k g
r

  ; с1, с2 – довільні 

сталі; Jν(ξ), Yν(ξ) – відповідно функція Бесселя та 
функція Неймана індексу ν. 

Зворотне перетворення, для одержання 
розв’язку рівняння Ріккаті має вигляд 

 
.ru

uf r



                          (11) 

Для знаходження похідних використовуємо 
формули [12]: 

     1 ,d J J J
d   

  
   

     1 .d Y Y Y
d   

  
     

У підсумку отримуємо інтеграл рівняння (3): 

   
   

1 10

0

cJ Yrg
k cJ Y

 

 

 


 
 

  


.        (12) 

Тут с = с1с2
-1; Jν+1(ξ), Yν+1(ξ) – відповідно 

функція Бесселя та функція Неймана індексу 
ν+1. 

Розв’язок (12) задовольняє початковій умові 
(4), при 

   
   

0 1 0

1 0 0

,
bY Y

c
J bJ

 

 

 
 









             (13) 

де 0 0
0 3/2

0

2
3

k g
r

  ; 0
0

0 0

kb
r g

  . 

Таким чином, за допомогою формул (12) та 
(13), можна визначити швидкість підйому в будь-
який момент часу. 

 
Побудова розв’язку для реактивної сили, 

яка сповільнює рух 
Спираючись на вищевикладені допущення, 

рівняння підйому кулі під дією реактивної сили, 
яка сповільняє рух, має вигляд 

23d r k g
dt r r
      

 .          (14) 

Рівняння (14) доповнюємо початковою 
умовою (4). 

Використовуючи перетворення (5), 
представляємо рівняння (14) у вигляді 

2
0

0 3 2
3 ,gd k

dr r r r
                 (15) 

де 0 0,k g  – мають попередній зміст. 
Рівняння (15) зводимо до (7), але з новим 

значенням коефіцієнта   3 .g r
r


  Інші 
коефіцієнти залишаються незмінними.  

Використовуючи перетворення (8), отримуємо 

 
2

0 0
2 5

3 1 0k gd u du u
r drdr r

    .       (16) 

Диференціальне рівняння (16), є рівнянням 
типу Бесселя, із загальним розв’язком: 

     
3
2

1 2u r r c J c Y


      .      (17) 

Тут 2
3

   . 

Для знаходження розв’язку рівняння Ріккаті, 
використовуємо зворотне перетворення (11) та 
формули диференціювання функцій Бесселя. 

В результаті отримуємо 

   
   

1 10

0

cJ Yrg
k cJ Y

 

 

 


 
 

  


,       (18) 

де константа с визначається виразом 

   
   

0 1 0

1 0 0

.
bY Y

c
J bJ

 

 

 
 









 

Числові результати та їх аналіз 
Вивчимо вплив реактивної сили, яка 

прискорює рух, на швидкість польоту. Для цього 
приймемо такі вихідні дані: r0 = 2·10-4 м; 
k = 3,12·10-5; γ = 3 c-1 та υ0 = 60 м/c. На рис. 1 
показано графіки, отримані для різних значень µ, 
цифрами 1,2,3 позначено криві, що відповідають 
µ = 0; 0,5; 1. Видно, що при збільшенні 
реактивної сили збільшується швидкість центру 
мас та зростає час підйому тіла до повної 
зупинки 

Для реактивної сили, яка сповільняє рух, 
графіки представлені на рис. 2. Цифри 1,2,3 на 
рисунку мають попередній зміст. Порівнюючи 
графіки на рис.1 та рис. 2, видно, що у другому 
випадку куля летить із значно меншою 
швидкістю і зупиняється за більш короткий 
проміжок часу. 
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Рис. 1 Залежності швидкості від часу, для 
реактивної сили, що прискорює рух, за різних µ 

 
Рис. 2 Залежності швидкості від часу, для 
реактивної сили, що сповільняє рух, за різних µ 
 

Висновки 
 Перший інтеграл рівняння Мещерського при 
русі вертикально вгору однорідної кулі, радіус 
якої зменшується в часі за дробово-лінійним 
законом, виражається через функції Бесселя. 
Індекс функцій Бесселя залежить від величини і 
напрямку дії реактивної сили. Серед індексів є 
такі, що швидкість кулі можна обчислювати за 
допомогою таблиць циліндричних функцій. 
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