
Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя фiзико-математичнi науки

2013, 1
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series Physics & Mathematics

УДК 517.938

Страх О.П.1, аспiрант

Нетеровi крайовi задачi для
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Розглядається крайова задача для слаб-
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Розглянемо крайову задачу наступного ви-
гляду:{

z∆ = A(t)z + f(t) + εZ(z, t, ε),

lz = α+ εJ(z(·, ε), ε), t ∈ [a, b]T,
(1)

де z∆ — дельта похiдна, визначена в [1, с. 5],
T — часова шкала, A(t) — регресивна
n × n-вимiрна матриця, елементи якої дiй-
снi й rd-неперервнi на [a, b]T функцiї, f(t) —
n-вимiрна вектор-функцiя f(t) ∈ Crd[a, b]T,
Z(z, t, ε) — n-вимiрна нелiнiйна по z вектор-
функцiя, для якої Z(·, t, ε) ∈ C1[z], ‖z− z0‖ ≤ q,
Z(z, ·, ε) ∈ Crd[t], Z(z, t, ·) ∈ C[ε], ε ∈ [0, ε0], q та
ε0 — достатньо малi константи, l — m-вимiрний
векторний функцiонал, α ∈ Rm, J(z(·, ε), ε) —
нелiнiйний обмежений m-вимiрний векторний
функцiонал неперервно диференцiйовний по z
(в розумiннi Фреше) i неперервний по ε в
деякому околi породжуючого розв’язку. На-
шим завданням є дослiдити умови iснування
та знайти алгоритм для побудови розв’язку
z = z(t, ε) крайової задачi (1) такого, що
z(·, ε) ∈ C1

rd[a, b]T, z(t, ·) ∈ C[ε] i перетворює-
ться на один з розв’язкiв крайової задачi{

z∆ = A(t)z + f(t),

lz = α, t ∈ [a, b]T
(2)

при ε = 0. Задача (2) у цьому випадку отриму-
ється з задачi (1) пiдстановкою ε = 0 i називає-
ться породжуючою для задачi (1).

Загальний метод, що використовувався для
аналiзу сформульованої проблеми у випадку
T = R, тобто [a, b]T = [a, b] [2, c. 118; 3], ґрунту-
ється на переходi вiд вихiдної крайової задачi
(1) до певної операторної системи, що розв’язу-
ється за допомогою методу малого параметра
Ляпунова-Пуанкаре чи його iтерацiйного ана-
лога — методу простих iтерацiй [4]. Проведе-
мо аналогiчнi мiркування для випадку довiль-
ної часової шкали T.

Нехай rankQ = n1 < m, де Q = leA(·, a),
eA(t, a) — фундаментальна матриця поро-
джуючої системи (2). Тодi крайова задача
(2) є розв’язною тодi й тiльки тодi, коли
f(t) ∈ Crd[a, b]T та α ∈ Rm задовольняють d
(d := m− n1) лiнiйно незалежнi умови:

PQ∗
d
(α− lF ) = 0d, (3)

де PQ∗
d

— d × n-вимiрна матриця, що
складається з d лiнiйно незалежних ряд-
кiв матрицi PQ∗ , проектора на коядро

матрицi Q, F (t) :=
t∫
a
eA(t, σ(τ))f(τ) ∆τ .

За виконання умов (3) задача (2) має
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r-параметричну (r := n− n1) сiм’ю розв’язкiв

z(t) = z0(t, cr) = eA(t, a)PQrcr+

+G[f ](t) + eA(t, a)Q+α, cr ∈ Rr, (4)

де PQr — n × r-вимiрна матриця, що скла-
дається з r лiнiйно незалежних стовпцiв ма-
трицi PQ, проектора на ядро матрицi Q,
G[f ] := F (t) − eA(t, a)Q+lF — узагаль-
нений оператор Грiна крайової задачi (2),
Q+ — псевдо-обернена до Q матриця [5].
Нам потрiбно дослiдити умови iснування
i знайти алгоритм для побудови розв’язку
z = z(t, ε) крайової задачi (1) такого, що
z(·, ε) ∈ C1

rd[a, b]T, z(t, ·) ∈ C[ε] i при ε = 0 пе-
ретворюється на один з розв’язкiв породжую-
чої крайової задачi (2), в припущеннi що вона
розв’язна, тобто виконуються умови (3).

Теорема 1. (Необхiдна умова iснування
розв’язкiв). Нехай крайова задача (1), для
якої породжуюча задача (2) є розв’язною, має
розв’язок z(t, ε) такий, що z(·, ε) ∈ C1

rd[a, b]T,
z(t, ·) ∈ C[ε] i при ε = 0 перетворюється на
породжуючий розв’язок z0(t, cr) з константою
cr = c0

r. Тодi вектор-константа c0
r ∈ Rr задо-

вольняє рiвняння:

PQ∗
d

(
J(z0(·, c0

r), 0)− l
·∫

a

eA(·, σ(τ))×

× Z(z0(τ, c0
r), τ, 0) ∆τ

)
= 0d. (5)

Доведення. Умови (3) iснування породжуючого
розв’язку z0(t, cr) ∈ Crd[a, b]T вигляду (4) вва-
жаються виконаними. Якщо тепер розглянемо
векторну функцiю Z(z, t, ε) i векторний фун-
кцiонал J(z(·, ε), ε) як неоднорiдностi задачi (1),
то отримуємо наступну умову розв’язностi кра-
йової задачi (1):

PQ∗
d

(
J(z(·, ε), ε)− l

·∫
a

eA(·, σ(τ))×

× Z(z(τ, ε), τ, ε) ∆τ

)
= 0d. (6)

Переходячи до границi при ε → 0, отримуємо
необхiдну умову (5).

Рiвняння (5), як i у випадку T = R, бу-
демо називати рiвнянням для породжуючих

констант. Слiд також зазначити, що для пе-
рiодичних крайових задач (m = n, d = r,
lz = z(a) − z(b) = α = 0) рiвняння (5) нази-
вається рiвнянням для породжуючих амплiтуд,
яке є добре вiдомим в теорiї нелiнiйних коли-
вань [3, 6].

Якщо рiвняння (5) є розв’язним (має дiй-
сний корiнь c0

r), то вектор c0
r визначає породжу-

ючий розв’язок z0(t, c0
r), що пов’язується рiвнi-

стю z(t, 0) = z0(t, c0
r) з розв’язком z(t, ε) ∈ C[ε]

крайової задачi (1).
Дослiдження достатнiх умов iснування

розв’язкiв крайової задачi (1) будемо проводи-
ти по аналогiї з випадком T = R [2, c. 118],
тобто, початково проблема iснування розв’яз-
кiв вихiдної крайової задачi (1) буде розв’я-
зною пiсля застосування аналiзу крайової за-
дачi для знаходження першого наближення то-
чного розв’язку.

Припустимо, що вектор-константа c0
r ∈ Rr

задовольняє рiвняння (5). За допомогою замiни
змiнних:

z(t, ε) = z0(t, c0
r) + x(t, ε) (7)

в крайовiй задачi (1) ми отримуємо наступну
проблему: потрiбно дослiдити умови iснування i
знайти алгоритм для побудови розв’язку x(t, ε)
крайової задачi


x∆ = A(t)x+ f(t) + εZ(z0(t, c0

r)+

+x(t, ε), t, ε),

lx = α+ εJ(z0(·, c0
r) + x(·, ε), ε)

(8)

такий, що x(·, ε) ∈ C1
rd[a, b]T, x(t, ·) ∈ C[ε],

ε ∈ [0, ε0] i перетворюється в нуль при ε = 0.
Враховуючи той факт, що векторна функцiя
Z(z, t, ε) i векторний функцiонал J(z(·, ε), ε) є
неперервно диференцiйовними по z в околi то-
чки ε = 0, ми можемо вiдокремити з вектор-
функцiї Z(z0 +x, t, ε) та векторного функцiона-
лу J(z0(·, c0

r)+x(·, ε), ε) лiнiйну частину як фун-
кцiю вiд x та вирази нульового степеня вiдносно
ε. Таким чином, отримуємо наступнi розклади:

Z(z0 + x, t, ε) = f0(t, c0
r) +A1(t)x+

+R(x(t, ε), t, ε),
J(z0(·, c0

r) + x(·, ε), ε) = J0(z0(·, c0
r)+

+l1x(·, ε) +R1(x(·, ε), ε)

(9)
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де

f0(t, c0
r) = Z(z0(t, c0

r), t, 0) ∈ Crd[t],
J0(z0(·, c0

r)) = J(z0(·, c0
r), 0),

A1(t) = A1(t, c0
r) =

= ∂Z(z, t, 0)/∂z|z=z0(t,c0r) ∈ Crd[t],

l1x(·, ε) — лiнiйна частина векторного фун-
кцiоналу J(z0(·, c0

r) + x(·, ε), ε). Нелiнiйний ве-
кторний функцiонал R(x(t, ε), t, ε) належить до
класiв C1[x], Crd[t], C[ε] в областi ‖x‖ ≤ q,
t ∈ [a, b]T, ε ∈ [0, ε0], бiльш того виконуються
рiвностi:

R(0, t, 0) = 0,
∂R(0, t, 0)

∂x
= 0,

R1(0, 0) = 0,
∂R1(0, 0)

∂x
= 0.

Побудуємо тепер операторну систему, еквi-
валентну крайовiй задачi (8) в класi функцiй
C[ε], що перетворюються в нуль при ε = 0.
Оскiльки неоднорiдностями задачi (8) є нелi-
нiйностi Z(z0 + x, t, ε) i J(z0(·, ε) + x(·, ε), ε), то
отримуємо

x(t, ε) = eA(t, a)PQrc+ x(1)(t, ε).

У цьому випадку невiдомi вектор-константа
c = c(ε) ∈ Rr i вектор-функцiя x(1)(t, ε) ви-
значаються вiдповiдно з умов розв’язностi кра-
йової задачi (8) та наступного спецiального
розв’язку x(1)(t, ε) задачi у такий спосiб:

PQ∗
d

{
J0

(
z0(·, c0

r)
)

+ l1

(
eA(·, a)PQrc+

+x(1)(·, ε)
)

+R1(x(·, ε), ε)− l
·∫

a

eA
(
·, σ(τ)

)
∗

?
[
f0(τ, c0

r) +A1(τ)
(
eA(τ, a)PQrc+ x(1)(τ, ε)

)
+

+R(x(τ, ε), τ, ε)
]

∆τ

}
= 0d,

x(1)(τ, ε) = ε
(
G
[
f0(τ, c0

r) +A1(τ)x(τ, ε)+

+R(x(τ, ε), τ, ε)
])

(t) + εeA(t, a)Q+
{
J0(z0(·, c0

r))+

+l1x(·, ε) +R1(x(·, ε), ε)
}
.

Враховуючи те, що вектор-константа c0
r

задовольняє рiвняння (5), для розв’язку
x(t, ε) ∈ C[ε], x(t, 0) = 0 крайової задачi (8)

маємо еквiвалентну операторну систему:

x(t, ε) = eA(t, a)PQrc+ x(1)(t, ε),

B0c = PQ∗
d

{
l1x

(1)(·, ε) +R1(x(·, ε), ε)−

−l
·∫

a

eA
(
·, σ(τ)

)[
A1(τ)x(1)(τ, ε)+

+R(x(τ, ε), τ, ε)
]

∆τ

}
, (10)

x(1)(t, ε) = ε
(
G
[
f0(τ, c0

r) +A1(τ)x(τ, ε)+

+R(x(τ, ε), τ, ε)
])

(t) + εeA(t, a)Q+
{
J0

(
z0(·, c0

r)
)
+

+l1x(·, ε) +R1(x(·, ε), ε)
}
,

де B0 — d× r-вимiрна матриця

B0 = PQ∗
d

{
l1eA(·, a)PQr−

− l
·∫

a

eA(·, σ(τ))A1(τ)eA(τ, a)PQr ∆τ

}
.

Нехай PB0 — r × r-вимiрна матриця орто-
проектор Rr → N(B0). Друге рiвняння опера-
торної системи (10) розв’язне вiдносно c ∈ Rr
тодi й тiльки тодi, коли виконуються наступнi
умови

PB∗
0
PQ∗

d

{
l1x

(1)(·, ε) +R1(x(·, ε), ε)−

− l
·∫

a

eA(·, σ(τ))
[
A1(τ)x(1)(τ, ε)+

+R(x(τ, ε), τ, ε)
]

∆τ

}
= 0d, (11)

де PB∗
0
— d × d-вимiрна матриця ортопроектор

на коядро матрицi B0 : Rd → N(B∗
0). Якщо

PB∗
0

= 0, тобто rankB0 = d, то остання рiвнiсть
завжди виконується. Таким чином d ≤ r , а це
означає, що число m крайових умов не переви-
щує розмiрностi n динамiчної системи, оскiльки
d = m−n1 ≤ r = n−n1. Отже, для PB∗

0
= 0 дру-

ге рiвняння операторної системи (10) є розв’я-
зним вiдносно c ∈ Rr з точнiстю до довiльної
вектор-константи PB0c (∀ c ∈ Rr) з нуль про-
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стору матрицi B0. Отримуємо

c = −B+
0 PQ∗

d

{
l1x

(1)(·, ε) +R1(x(·, ε), ε)−

− l
·∫

a

eA(·, σ(τ))
[
A1(τ)x(1)(τ, ε)+

+R(x(τ, ε), τ, ε)
]

∆τ

}
+ PB0c(∀c ∈ Rr).

Тодi один з розв’язкiв x = x(t, ε) крайової
задачi (8), для якого x(·, ε) : [a, b]T → Rn,
x(·, ε) ∈ C1

rd[a, b]T, x(t, ·) ∈ C[0, ε0] i x(t, 0) = 0
може бути знайденим з наступної операторної
системи:

x(t, ε) = eA(t, a)PQrc+ x(1)(t, ε),

c = −B+
0 PQ∗

d

{
l1x

(1)(·, ε) +R1(x(·, ε), ε)−

−l
·∫

a

eA(·, σ(τ))
[
A1(τ)x(1)(τ, ε)+

+R(x(τ, ε), τ, ε)
]

∆τ

}
, (12)

x(1)(t, ε) = ε
(
G
[
f0(τ, c0

r) +A1(τ)x(τ, ε)+

+R(x(τ, ε), τ, ε)
])

(t) + εeA(t, a)Q+
{
J0(z0(·, c0

r))+

+l1x(·, ε) +R1(x(·, ε), ε)
}
.

Такого типу операторна система може бути
розв’язаною методом простих iтерацiй [4]. За
допомогою цього методу ми отримуємо насту-
пну збiжну при достатньо малих ε ∈ [0, ε0] про-
цедуру для побудови розв’язку x(t, ·) ∈ C[ε],
x(t, 0) = 0 крайової задачi (8)

ck = −B+
0 PQ∗

d

{
l1x

(1)
k (·, ε) +R1(xk(·, ε), ε)−

−l
·∫

a

eA(·, σ(τ))
[
A1(τ)x

(1)
k (τ, ε)+

+R(x(τ, ε), τ, ε)
]

∆τ

}
,

x
(1)
k+1(t, ε) = ε

(
G
[
f0(τ, c0

r) +A1(τ)× (13)

×
(
eA(τ, a)PQrck + x

(1)
k (τ, ε)

)
+

+R(xk(τ, ε), τ, ε)
])

(t) + εeA(t, a)Q+
{
J0(z0(·, c0

r))+

+l1

[
eA(·, a)PQrck + x

(1)
k (·, ε)

]
+R1(xk(·, ε), ε)

}
.

Таким чином, справедлива наступна теорема:

Теорема 2. (Достатня умова iснування
розв’язкiв). Нехай для крайової задачi (1)
(rankQ = n1 < m) вiдповiдна породжую-
ча крайова задача (2) має r-параметричну
(r := n − n1) сiм’ю розв’язкiв (4) за вико-
нання d (d := m − n1) лiнiйно незалежних
умов (3). Тодi для кожного дiйсного кореня
cr = c0

r ∈ Rr рiвняння для породжую-
чих констант (5), за умови, що rankB0 =
d, крайова задача (8) має принаймнi один
розв’язок x(t, ε) : x(·, ε) ∈ C1

rd[a, b]T,
x(t, ·) ∈ C[0, ε0], що перетворюється в нуль
при ε = 0. Цей розв’язок можна отри-
мати зi збiжного при ε ∈ [0, ε0] iтера-
цiйного процесу (13), Крайова задача (1)
при цьому має принаймнi один розв’язок
z(t, ε) : z(·, ε) ∈ C1

rd[a, b]T, z(t, ·) ∈ C[0, ε0],
що перетворюється в породжуючий розв’я-
зок z0(t, c0

r) вигляду (4) при ε = 0 i може бути
отриманий як результат iтерацiйного проце-
су (13) zk(t, ε) = z0(t, c0

r) + xk(t, ε), k = 0, . . . ,
ε0 визначає область збiжностi цього процесу.

Приклад 1. Нехай маємо нелiнiйну двоточкову
крайову задачу{
z∆ = z + f(t) + εz2g(t), t ∈ [ 0, 1] ∪ [ 2, 3]Z,

lz = M1z(0)−M2z(3) = α ∈ R2,

(14)

де f(t), g(t) ∈ Crd
{

[0, 1] ∪ [2, 3]Z
}

— 2-вимiрнi
вектор-функцiї,

M1 =

(
4e+ 1 0

0 4e

)
, M2 = I2 =

(
1 0
0 1

)
— 2×2-вимiрнi матрицi, z2— скалярний квадрат
вектора z.

Використовуючи властивостi ∆-диферен-
цiювання, знайдемо фундаментальну матри-
цю вiдповiдної породжуючої однорiдної си-
стеми z∆ = z, нормовану в точцi t0 =
0. Нехай X(t) := eA(t, t0) = eI2(t, 0) —
фундаментальна матриця системи z∆ = z.
Тодi мають мiсце рiвностi X∆(t) = X(t),
X∆(1) = X(2) − X(1), X∆(2) = X(3) − X(2).
Оскiльки для t ∈ [0, 1] X(t) = etI2, то фунда-
ментальна матриця буде мати вигляд:

X(t) =

{
etI2, t ∈ [ 0, 1],

2t−1eI2, t ∈ [2, 3]Z = {2, 3}

i матриця Q = lX матиме вигляд: Q =

(
1 0
0 0

)
.
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Очевидно, що Q+ = Q =

(
1 0
0 0

)
,

PQ = PQ∗ =

(
0 0
0 1

)
, PQr =

(
0
1

)
, PQ∗ =

(
0 1

)
(d = r = 1). F (t) =

t∫
0

X(t− σ(τ))f(τ) ∆τ , тобто

lF буде мати вигляд:

lF = −
1∫

0

e3−τf(τ) dτ −
2∑

τ=1

21−τef(τ).

Тодi умова розв’язностi породжуючої крайової
задачi: {

z∆ = z + f(t),

lz = α
(15)

буде мати вигляд

(0 1)

α+

1∫
0

e3−τf(τ) dτ +

2∑
τ=1

21−τef(τ)

 = 0,

тобто, при α =

(
α1

α2

)
, f(t) =

(
f1(t)
f2(t)

)
маємо ли-

ше одну умову:

(
α2 +

1∫
0

e3−τf2(τ) dτ+

+
2∑

τ=1

21−τef2(τ)

)
= 0. (16)

У випадку виконання умови (16), задача (15)
має одно-параметричну сiм’ю розв’язкiв вигля-
ду:

z0(t, cr) = X(t)

(
0
1

)
cr+

t∫
0

X(t−σ(τ))f(τ) ∆τ+

+X(t)

(
1 0
0 0

)(
α2 +

1∫
0

e3−τf(τ) dτ+

+
2∑

τ=1

21−τef(τ)

)
, cr ∈ R1

i, пiдставляючи вiдповiднi вирази для фунда-

ментальної матрицi, маємо:

z0(t, cr) =

=




et
(
α1 +

1∫
0

e3−τf1(τ) dτ+

+e
∑2

τ=1 21−τf1(τ)

)
etcr +

t∫
0

et−τf2(τ) dτ

 , t ∈ [ 0, 1],



2t−1e

(
α1 +

1∫
0

e3−τf1(τ) dτ+

+e
∑2

τ=1 21−τf1(τ)

)
2t−1ecr +

1∫
0

e1−τf2(τ) dτ+

+e
∑t−1

τ=1

(
2t−τ−1f2(τ)

)


, t ∈ {2, 3}.

Тепер для крайової задачi (14) знайдемо не-
обхiднi умови iснування розв’язку z(t, ε), який
при ε = 0 перетворюється на один з породжу-

ючих розв’язкiв z0(t, cr). Нехай f(t) =

(
et

et

)
,

α =

−3
2e

3 − e2

−3
2e

3 − e2

. Тодi умова розв’язностi (16)

виконана й одно-параметрична сiм’я розв’язкiв
задачi (15) має вигляд:

z0(t, cr) =

=



(
0

et
(
cr + t

)) , t ∈ [ 0, 1],
0

e

(
2t−1(cr + 1) + 1+

+ 1
e−2(et − 2t−1e)

)
 , t ∈ {2, 3}.

Складаємо рiвняння для породжуючих кон-
стант задачi (14):

1∫
0

e3−τe2τ (cr + τ)2g2(τ) dτ+

+e

2∑
τ=1

21−τe2τ (cr + τ)2g2(τ) = 0, t ∈ [ 0, 1],
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1∫
0

e3−τe2

(
2τ−1(cr + 1) + 1 +

1

e− 2
eτ−

−2τ−1e

)2

g2(τ) dτ + e
2∑

τ=1

21−τe2

(
2τ−1(cr + 1)+

+1 +
1

e− 2
eτ − 2τ−1e

)2

g2(τ) = 0, t ∈ {2, 3}.

Поклавши g2(t) = t− 1, отримаємо

F (cr) = e3

1∫
0

eτ (cr + τ)2(τ − 1) dτ+

+ 2e5, t ∈ [ 0, 1],

e5

1∫
0

(
2τ−1(cr + 1) + 1 +

1

e− 2
eτ−

− 2τ−1e

)2

g2(τ) dτ +
1

2
e3
(

2cr+

+ 4 + e
)2

= 0, t ∈ {2, 3},

звiдки cr має наступнi коренi:

cr ≈

{
{−4, 9; 4, 1}, t ∈ [ 0, 1],

{−3, 6;−6, 3}, t ∈ {2, 3}.

Таким чином, rankB0 = 1 i за теоремою 2 кра-
йова задача (14) має принаймнi один розв’язок.
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