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ортогональної відстаней відповідності у 

задачах розпізнавання мови та жестів. 
 

Проведені паралелі між задачею 

розпізнавання мови одного диктора на 

обмеженій множині слів та розпізнаванням 

дактильної мови жестів. Наведений варіант 

формування векторів ознак у матричному 

вигляді для обох задач. Запропоновано 

використати еліпсоїдальну та ортогональну 

відстані.  
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Статтю представив д.т.н., проф. Акіменко В.В. 
 

Серед багатьох задач, які розглядаються в 

рамках такого напрямку досліджень, як Computer 

Vision, чільне місце посідають задачі 

розпізнавання мови та жестів. В пропонованій 

статті проведені паралелі між цими задачами з 

подальшим виділенням під проблем, які мають 

схожий характер та можуть бути розв`язані з 

використанням однакових інструментів та 

підходів. Для реалізації та тестування були 

обрані окремі випадки вище згаданих задач: 

розпізнавання мови одного диктора на обмеженій 

множині слів та розпізнавання дактильної мови 

жестів. 

В статті пропонується розгляд матриць, як 

«природніх» векторів ознак: представників 

об’єкта, що піддається аналізу. Такий підхід є 

природнім, коли аналізуються , зокрема, мовні 

сигнали, які, як відомо, вичерпно 

представляються спектрограмою, або жести, які 

на перших етапах обробки вхідних даних 

представлені у вигляді зображень (або 

послідовності зображень), що захоплені з веб-

камери чи іншого записуючого пристрою. 

Запропоновані алгоритми розпізнавання, які 

використовують як стандартні уявлення про 

відстані відповідності, так і так звані 

«еліпсоїдальні відстані». Еліпсоїдальні відстані 

будуються на основі певного «мінімального 

еліпсу», що «накриває» навчальну вибірку того 

чи іншого класу. Крім того, в статті пропонується 

ще одна альтернатива – використання 

ортогональних відстаней, що будуються на 

основі кортежних групуючи операторів та 

ортогональних проекторів. 

Кластеризація з встановленням відстаней 

відповідності на базі псевдо обернення та SVD-

розкладу може бути успішно застосована до 

числових векторів. Проте актуальним є випадок, 

коли навчальну вибірку складають не вектори, а 

матриці. Однією із головних цілей наведеного 

дослідження є перенесення властивостей псевдо 

обернення та SVD-розкладу на множину 

матричних векторів ознак. 
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Розглянутий алгоритм розпізнавання 

«порівняння з еталоном». Наведені результати 

роботи реалізованих у середовищі Java + CUDA 

та C# + EmguCV програм розпізнавання, що 

обґрунтовують введення відповідних підходів, і, 

зокрема, відстані відповідності на базі 

ортогональних проекторів. 

Результати свідчать про ефективність 

запропонованих відстаней відповідності та 

перспективність подальшої роботи над їх 

вдосконаленням. 

 

Спектрограма як «представник» мовного 

сигналу в математичній моделі сигналу 

 

Стандартним в аналізі мовних сигналі є 

гармонійний аналіз: представлення аудіо сигналу 

сумішшю гармонік. Стандартним математичним 

апаратом, який використовується  для реалізації 

згаданого підходу за цифрової обробки є 

дискретне перетворення Фур’є у формі, яка 

позначається терміном швидке перетворення 

Фур’є (ШПФ).  

 

 
Рис 1.Тривимірний варіант представлення 

спектрограми мовного сигналу. 

 

За такого підходу числовому вектору, що 

представляє весь дискретизований аудіо сигнал 

чи його частину ставиться у відповідність вектор 

тої самої довжини, але з комплексними 

компонентами – ШПФ сигналу. Комплексний 

вектор ШПФ сигналу стандартним чином 

описується через вектор модулів відповідних 

компонент чи вектор квадратів модулів згаданих 

компонент та вектором фаз відповідних 

компонент. Власне вектор квадратів модулів 

компонент ШПФ сигналу, прив’язаний до 

дискретного набору частот,  визначеного ШПФ, 

називається енергетичним спектром 

аналізованого сигналу. В практиці використання 

гармонійного аналізу замість розгляду ШПФ 

всього сигналу, що відповідає, наприклад 

вимовленому слову, використовується набір 

ШПФ частин сигналу у рухомому віконці 

фіксованої довжини, що зсувається з певним 

кроком. Відповідно, з досліджуваним аудіо 

сигналом пов’язується матриця ШПФ ділянок 

сигналу у кожному з віконець. Відповідно, 

матриця складена із векторів енергетичних 

спектрів сигналу для кожного з віконець 

називають спектрограмою сигналу, що 

піддається обробці. 

Наявна матриця спектрограми, яка описує 

сигнал с точністю до фазових характеристик, 

власне, є природнім представником аудіо сигналу 

в математичному описі такого сигналу. Тому 

питання про побудову ефективних алгоритмів 

розпізнавання аудіо сигналів є питанням про те, 

яким чином її доцільно використати для 

ідентифікації слів. 

 

Контур як представник жесту 

 

Перший етап розв`язання задачі розпізнавання 

жестів полягає у захопленні зображення з веб-

камери чи іншого записуючого пристрою з 

подальшим пошуком та виділенням на 

отриманому зображенні долоні та її контуру. 

Саме контур дає досить повну інформацію, що 

може бути використана для ідентифікації жесту. 

 

 
Рис 2. Зображення жесту захоплене з веб-

камери. Контур долоні знайдений та виділений. 

 

Цю інформацію не можна назвати вичерпною, 

оскільки в більшості випадків вона не включає в 

себе дані про положення окремих пальців. Звісно 
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для відкритої долоні це не є проблемою, але коли 

вона хоча б частково закрита, що характерно для 

реальних жестів дактильної мови, дані про 

положення та степінь зігнутості окремих пальців 

отримати складно. Загалом, ця проблема може 

бути частково вирішена за допомогою 

застосування алгоритмів скелетизації. В 

пропонованій статті розглядається варіант 

розв`язання задачі розпізнавання жестів 

дактильної мови шляхом аналізу контуру долоні 

на зображенні. 

Аналізувати контур можна декількома 

способами, наприклад, як послідовність 

взаємопов`язаних точок. Крім того, існує ряд 

числових характеристик, що можуть бути 

обчислені для контуру: моменти, ланцюги 

Фрімена тощо. Далі ж мова піде про 

представлення отриманого для жесту контуру у 

матричній формі. 

Перехід до матричного вигляду починається з 

пошуку найменшого охоплюючого прямокутника 

для зображення контуру долоні. 

 

 
Рис 3. Найменший охоплюючий прямокутник 

для зображення (контуру) долоні. 

 

Отримавши його координати, можна вирізати 

з загального зображення ту частину, яка 

відповідає цьому прямокутнику та конвертувати 

її у бінарну матрицю. Детально процес 

конвертації буде описано у наступному розділі 

статті. 

 

«Характеристичні» матриці 

 

Ідентифікація слова у задачі розпізнавання 

мовного сигналу може бути здійснена як шляхом 

побудови тих чи інших числових векторів ознак, 

так і безпосередньо аналізом спектрограми у 

матричній формі. Аналогічне твердження має 

місце і для задачі розпізнавання жестів, адже, як 

було згадано у попередньому розділі, контур 

жесту так само може бути поданий у вигляді 

матриці. Проте для обох випадків, актуальною є 

проблема стандартизації розмірності такої 

матриці. Одним з можливих варіантів вирішення 

цієї проблема є побудова характеристичної 

матриці: захоплення зображення (двовимірного, 

кольорового) матриці спектрограми (чи контуру 

відповідно) та його подальше стискання чи 

розтягнення до встановленого стандартного 

розміру з подальшою конвертацією у матричну 

форму за певними правилами.  

 

 
Рис 4. Приклад записів одного й того ж слова 

промовленого в різному середовищі. 

 

Слід зазначити, що можна помітити схожість 

у під задачах для розпізнавання мови та жестів, а 

саме той факт, що на даному етапі постає 

питання стандартизації зображень – матриці 

спектрограми та мінімального охоплюючого 

прямокутника контуру – з подальшою їх 

конвертацією у матричну форму. 

Пропонований підхід  можна назвати методом 

«характеристичних матриць», тобто аналізу 

сигналу на основі матиць, побудованих певним 

чином за спектрограмою як зображенням (чи 

зображенням мінімального охоплюючого 

прямокутника для контуру) з використанням 

форматів перетворення зображень. До згаданих 

перетворень зображень  відноситься, зокрема 

масштабування. 

Сам процес формування характеристичної 

матриці для задачі розпізнавання мови 

починається з побудови двовимірного 

кольорового зображення спектрограми. З метою 

відокремлення інформативно цінної складової на 

зображенні виділяється прямокутник, який 

охоплює частину зображення, що відповідає 

сказаному слову. Пошук аналогічного 

прямокутника для задачі розпізнавання жестів 

був згаданий у попередньому розділі. Такий 

підхід дозволяє відкинути все до сказаного слова 

та після нього, а також залишити лише ті 
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частоти, на яких є сенс проводити аналіз. В свою 

чергу у застосування до зображення контуру 

залишається лише та область яка безпосередньо 

охоплює зображення долоні. Частина 

зображення, що потрапляє в прямокутник 

зберігається та направляється на подальшу 

обробку. Слід зазначити, що розмір розглянутих 

прямокутників для одного й того ж слова 

промовленого різними дикторами, на різній 

швидкості, з різною інтонацією буде 

відрізнятися. Так само, як будуть відрізнятися 

розміри мінімальних охоплюючих прямокутників 

для зображення контуру жесту, адже вони 

залежать від багатьох факторів: розмір долоні 

людини, відстань від долоні до записуючого 

пристрою ітд. Тому має місце задача 

стандартизації, яка може бути вирішена 

масштабуванням зображення. Іншими словами, 

розміри збереженого зображення приводяться до 

певних стандартних величин по висоті та ширині. 

Доцільним також може бути застосування 

згладжування та інших операцій над 

зображеннями.  

Проте, є принципова різниця у техніці 

масштабування зображень для задачі 

розпізнавання мови та для задачі розпізнавання 

жестів. Коли мова йде про масштабування за 

віссю часу для зображення мовного сигналу, то 

достатньо його просто стиснути чи розтиснути, 

адже загалом ширина зображення відповідає 

швидкості вимови слова і від 

такого роду масштабування 

інформація не буде втрачена. 

Якщо ж розглянути задачу 

розпізнавання жестів, то 

виникає потреба у більш 

складному варіанті 

масштабування.                          Рис 5. Літера «в» 

На рисунку 5 наведений приклад жесту, який 

красномовно свідчить про необхідність внесення 

змін у вищезгаданий алгоритм стандартизації. 

 

   
Рис 6. Різні варіанти стандартизації 

зображення 

 

Виділимо на рисунку 6 3 частини: перша – 

побудований мінімальний охоплюючий 

прямокутник для жесту, інші дві - варіанти його 

стандартизації. Припустимо, що в якості розміру 

еталону було обрано квадрат певного розміру. В 

такому разі розтягнувши зображення звичайним 

чином ми отримаємо результат, що наведений у 

другій частині рисунку 6. Не важко помітити, що 

в такому випадку зображення жесту в значній 

мірі втратило свою інформативну цінність, адже 

співвідношення ширини та висоти, яке є 

важливим у цій задачі, було змінене. Більш 

правильним є підхід ілюстрований у третій 

частині рисунку 6. У цьому разі додаткові 

порожні зони були розміщені зліва та справа від 

основної частини. Розмір цих зон однаковий і 

знайдений таким чином, щоб результуюче 

зображення відповідало встановленому для 

еталонів стандарту. 

На наступному кроці пропонується зробити 

зворотній перехід від зображення до матриці. У 

зв`язку з цим нагадаймо, що RGB – формат 

представлення кольору, як комбінації червоного, 

зеленого та синього. Експериментальним шляхом 

встановлюються допустимі значення RGB, які 

дозволяють прийняти рішення: чи слід 

розглядати піксель на зображенні як значущий чи 

ні. Саме перетворення зображення полягає у 

заміні пікселів, які задовольняють встановлені 

допустимі значення RGB одиницями і нулями 

всіх інших. В результаті отримується матриця з 

нулів та одиниць, яку називатимемо 

характеристичною. Її зображення можна 

відтворити у чорно-білому вигляді, що 

характерно для бінарних матриць.  

 

 
Рис 7. Приклад зображення 

«характеристичних» матриць одного слова. 

 

Перетворення спектрограм як матриць через 

використання перетворень за форматами 

зображень має свої переваги. Зокрема, такий 

підхід дозволяє розв’язати проблему 

стандартизації спектрограми за довжиною 

мовного сигналу і отримати придатні до аналізу 

об’єкти. Аналогічним чином отримані в 

результаті стандартизації «характеристичні» 

матриці для зображень жестів дактильної мови 

можуть бути використані для подальшого їх 

розпізнавання. Єдиною відмінністю процесу 
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конвертації для цієї задачі є той факт, що 

зображення жесту може бути розглянуто у чорно-

білому варіанті і встановлення допустимих 

значень RGB не є необхідністю, адже фактично 

кожен піксель однозначно є чорним або білим. 

Всі точки які потрапили в контур маркуються як 

чорні, всі інші – як білі. Тому на виході процесу 

конвертації отримується бінарна 

характеристична матриця. 

 

Відстані відповідності: еліпсоїдальна відстань 

 

Після формування векторів ознак на етапі 

кластеризації виникає необхідність у їх 

порівнянні, встановленні так званої відстані 

відповідності між двома векторами. У 

пропонованій статті розглянута можливість 

застосування еліпсоїдальної та ортогональної 

відстаней. 

Їх основною особливістю є навчання системи 

шляхом роботи не з одним еталоном, а з набором 

(для різних умов середовища).  

Еліпсоїдальна відстань будується засобами 

псевдо обернення для тих чи інших варіантів 

лінійних операторів. Така відстань спирається на 

концепцію «мінімальні еліпси групування». 

Власне, це ті еліпси які «накривають» кожну із 

навчальних вибірок «мінімальним» і 

«оптимальним» чином. Еліпсоїдальні відстані 

будуються для матриць як матриць лінійних 

операторів між матричними евклідовими 

просторами засобами псевдообернення для 

згаданих просторів. Вони реалізуються, як і у 

випадку векторних евклідових просторів, через 

так звані «групуючі оператори» теорії 

псевдообернення. Такі оператори визначаються 

за матрицею оператора А, оператора між 

векторними евклідовими просторами, і 

визначаються співвідношенням: 

( ) , ( ) ( ) ( )T T T T T TR A A A R A A A A A        . 

Принципова роль групуючих операторів 

полягає в тому, що вони дають можливість 

побудувати «мінімальні еліпси групування»: 

еліпсоїди, які містять всі вектори набору 

, 1,
k
a k n  і є оптимальними в певному сенсі. 

Зміст оптимальності еліпсів групування полягає 

у тому, що його вісі утворені ортонормованим 

набором векторів, суми квадратів проекцій на які 

є максимальними, а квадрати довжин відповідних 

вісей співпадають із відповідними сумами 

квадратів проекцій. Точніше є справедливими 

наступні чотири теореми [4]. 

Tеорема 1. Для довільного набора векторів 

 , 1,m

k
a R k n  розв’язком оптимізаційної 

задачі пошуку максимуму суми квадратів 

проекцій на підпростір, породжений нормованим 

вектором  :|| || 1mu R u  є  вектор 
1
u  із 

сингулярності 2
1 1

( , )u  сингулярного розкладу  

матриці 
1

( ... )
n

A a a  : 

 


  2

1
:|| || 1 1

arg min ||Pr ||
m

r

u k
u R u k

u a , 


 



 2 2

1
:|| || 1 1

min ||Pr ||
m

r

u k
u R u k

a . 

Tеорема 2. Для довільного набора векторів 

 , 1,m

k
a R k n  розв’язком оптимізаційної  

задачі пошуку максимуму суми квадратів 

проекцій на підпростір, породжений нормованим 

вектором  :|| || 1mu R u  є вектор 
1
u  із 

сингулярності 2
1 1

(u , )  сингулярного розкладу 

матриці 
1

( ... )
n

A a a  : 

  


 
1

2

:|| || 1, ( ,..., ) 1

arg min ||Pr ||
m

k

r

k u k
u R u u L u u k

u a , 




  



1

2 2

1
:|| || 1, ( ,..., ) 1

min ||Pr ||
m

k

r

u k k
u R u u L u u k

a , 

 1, 1k r , 

де  2( , ), 1,
k k
u k r , як і в попередній теоремі 

сингулярності сингулярного розкладу матриці, 

побудованої із елементів досліджуваного набору 

векторів. 

Tеорема 3. Для довільного набора векторів 

 , 1,m

k
a R k n   

2

max

2

max
1,

( )

max ( )

T T

k k

T T

k k
k n

a R A a r r

r a R A a


 


 

де, як і в двох попередніх теоремах A  

матриця складена із векторів набору як із 

стовпчиків. 

Еліпсоїд теореми 3 групує вектори набору за 

центральним розташуванням еліпсу групування: 

за еліпсом, що має центром початок координат. В 

практичних застосуваннях центром еліпсу 

вибирають середнє значення a елементів набору:  

 
1

k
a a
n

. 

У цьому випадку групуючий оператор 

будується за матрицею A , що будується за 

центрованими середніми векторами набору 
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  : , 1,
k k k
a a a a k n . Отже, справедлива 

наступна теорема. 

Теорема 4. Для довільного набору векторів  

 , 1,m

k
a R k n  

Виконуються наступні нерівності 
2

max

2

max
1,

( ) ( )( ) , 1,

max ( )

T T

k k

T T

k k
k n

a a R A a a r r k n

r a R A a


    


. 

В якості набору векторів використовуються, 

як правило, навчальні вибірки тих чи інших 

класів , 1,
l
Kl l L . В якості відстаней 

відповідності (точніше їхнім квадратам): 

функціоналів   2( , ), , 1,m

lx Kl x R l L , за 

мінімумом значення яких здійснюється 

віднесення до класу, - можна використовувати 

мінімальні еліпси групування. Це означає, що 

відстані відповідності визначаються 

співвідношеннями: 

    



2 1

2

1max

( )
( , ) ( ) ( ),

1,

T
T m

l ll

R A
x Kl x a x a x R

r

l L

 

Саме така еліпсоїдальна відстань 

використовується для характеристичних 

матриць. 

 

Відстані відповідності: ортогональна відстань 

 

Разом з еліпсоїдальною відстанню у статті 

пропонується ортогональна відстань 

відповідності. Вона надає можливість перенести 

властивості псевдообернення та SVD– розкладу 

на випадок матричних векторів ознак. 

Позначатимемо 
( ),m n KR - евклідів простір  

m n  матричних кортежів довжини К 

   ( ),

1( ... ) m n K

KA A R  з «природним» по 

компонентним скалярним добутком: 

 
 

  
1 1

( , ) ( , )
K K

T

k k tr k k

k k

A B trA B , 

     ( ),

1 1( ... ), ( ... ) m n K

K KA A B B R . 

Позначимо також 

 : K m nR R лінійний 

оператор між відповідними евклідовими 

просторами, що задається матричним кортежем 

   ( ),

1( ... ) m n K

KA A R і визначається  за 

допомогою матричних кортежних операцій у 

відповідності із співвідношенням:  

  



 
 

      
 
 


1

( ),

1

1

, ( ... ) ,
K

m n K K

k k K

k

K

y

y y A A A R y R

y

Теорема 5[5]. Спряженим 

  до оператора 



 : K m nR R є лінійний оператор, що, 

очевидячки, діє у зворотному до   напрямку: 



  : m n KR R , і визначається 

співвідношенням: 





 
 

   
 
 

1

T

T

K

trA X

X

trA X

. 

Доведення.  

Дійсно, 

     
  

  
   

         
    

  

  
1

1 1 1

, , , ,

T

K K K
T

k k k k k ktr tr
k k k Ttr

K

trA X

y X y A X y A X y trA X y

trA X

,що й доводить теорему 

Теорема 6[5]. Добуток двох операторів  є 

лінійний оператор   

 : K KR R , що 

задається матрицею, що її ототожнюватимемо із 

самим оператором , яка визначається 

співвідношенням: 




 
 

   
 
 

1 1 1

1

,...,

,...,

T T
n

T T
n n n

trA A trA A

trA A trA A

   (1) 

Зауважимо, що матриця, визначена 

співвідношенням (1) є матрицею Грама елементів  

1,..., KA A матричного кортежу   1( ... )KA A , 

що задає оператор  . 

Доведення. Дійсно, 
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1 1 1
1 1 1 1 1 1

1

1 1 1

,...,

( )

,...,

n n n
T T T

i i i i i i T T
i i i n

n n n T T
T T T n n n
n i i n i i n i i

i i i

trA A y tr A A y trA A y
trA A trA A

y y

trA A trA A
trA A y tr A A y trA A y

 
 
 
 
 

1

n

y

y

 ( ( ))T
i jtr A A y

 

, що й доводить теорему. 

Сингулярний розклад для матриці (1) є 

очевидним: це симетрична та невід’ємно 

визначена матриця. Він визначається набором 

сингулярностей  2( , ), , 1, :i iv i j r   

ортонормованим набором 

векторів

         1 2|| || 1, , ; , 1, ; ... 0i i j rv v v i j i j r , 

що є власними для оператора  
 : K KR R : 

    2 , 1,i i iv v i r . 

Визначені за сингулярностями  2( , ), 1,i iv i r  

матриці 


   
1

: , 1,m n
i i i

i

U R U v i r  є 

елементами набору сингулярностей 

 2( , ), 1,i iU i r оператора  

  . 

Сингулярний розклад кортежного оператора. 

Сингулярності двох операторів:    

  , , 

очевидним чином визначають сингулярний 

розклад оператора  . 

Теорема7[5]. (сингулярний розклад 

кортежного оператора). 

 


 
1

.
K

T

k k k

k

U v  

Варіант сингулярного розкладу. Приймаючи 

до уваги співвідношення 




   
1

: , 1,m n
i i i

i

U R U v i r  та його 

наслідок   , 1,i i iU v i r , маємо 

  
 

    
1 1

K K
T T

k k k k k

k k

U v v v  

Зауваження загального характеру: потрібний 

загальний варіант теореми про сингулярний 

розклад. Це твердження мусить стосуватися 

загальних евклідових просторів. Його потрібно 

формулювати для лінійних операторів над 

загальними евклідовими просторами. Його 

вигляд мусить бути таким. 

Теорема 8[5]. Для довільного лінійного 

оператора 1 2:E E E  над парою евклідових 

просторів ( ,(,) ), 1,2i iE i  існує набір 

сингулярностей 

    2 2( , ),( , ) 1, ,i l i l Ev u i r r rank операторів 

  ,  E E  відповідно із спільним набором 

власних чисел  2 , 1,l i r ,що  

 

 

    1 2

1 1

( , ) , ( , )
r r

E i i E i i

i i

x u v x y v u y . 

Крім того, виконуються співвідношення:  

  1 , 1,i l iu v i r , 

   1 , 1,i l E iv u i r . 

Основні оператори ПдО теорії для кортежних 

операторів: псевдообернення за SVD-розкладом. 

У відповідності до SVD-визначення ПдО 

кортежного оператора задається [5] 

співвідношенням 

       

 

      1 2

1 1

, ,
K K

k k k ktr tr
k k

v U v v  

Стандартним чином за SVD-поданням 

кортежного оператора визначаються 

ортогональні проектори базових підпросторів 

оператора та, відповідно, - групуючи оператори. 

Теорема 9. Оператори, позначені як 

 

 ( ), ( )P P  та визначені співвідношеннями   

 





  
1

( ) ,
r

k k tr
k

P U U  

 
 

    
1 1

( ) ,
r r

T

k k k k

k k

P v v v v . 

є ортогональними проекторами 
 

 

,L LP P на 

підпростори 
 

 
,    L L  можливих значень 

операторів  

 ,    відповідно : 

 
  

   ( ) , ( )L LP P P P  

а самі ці підпростори є  лінійними оболонками 

відповідних ортонормованих наборів: 

 
 

 1 1( ,..., ),  = ( ,..., )r rL L U U L L v v  

Доведення. Доведення проводиться так само, 

як у випадку лінійних операторів між 

евклідовими просторами числових векторів: 
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нескладно перевіряється симетричність та 

ідемпотентність обох операторів.. Так само 

очевидними є твердження про те, що 

 
 

 ,  v   k kU L L , а, отже із міркувань 

розмірності  
 

 
 1 1( ,..., ),  = ( ,..., )r rL L U U L L v v . 

Крім того, як випливає із визначення  
 

 

,L LP P  

останні простори є для них просторами 

можливих значень відповідно. Для завершення 

доведення залишається зауважити, що 

підпростір, на який здійснює ортогональне 

проектування ортогональний проектор, може 

бути описаний, зокрема, як простір можливих 

значень для нього. 

Теорема 10. Оператори  

 ( ), ( )Z Z , що є 

доповненнями до тотожного оператора 

ортогональних проекторів: 

 

 ( ), ( )P P відповідно: 

   

        ( ) ( ) ,   ( ) ( )KZ X X P X Z E P . 

є ортогональними проекторами на ядра 

операторів відповідно. 

Доведення. Доведення випливає із того, що, 

по-перше,  к  

 ,   кожен із операторів 

 

 ( ), ( )Z Z є симетричним та ідемпотентним . 

Крім того вони є ортогональними проекторами 

на ортогональні доповнення до підпросторів 

 
 

 1 1( ,..., ),  = ( ,..., )r rL L U U L L v v , відповідно. А 

саме це ортогональні доповнення і є ядрами 

операторів   

 ,  відповідно. 

Теорема 11. Квадрат відстані 


 

2 ( , )X L  

довільної m n  матриці X  до лінійного 

підпростору 
L , , що є множиною можливих 

значень кортежного оператору   задається 

формулою 

  





   2 2 2

1

( , ) ( , ( ) ) || || ( , )
r

tr k tr

k

X L X Z X X X U  

Доведення. Дійсно, 







 2 2( , ) || ||LX L X  

у розкладі 
 

 

 L LX X X за 

розкладом
 





 
   m nR L L  . Очевидним чином 




 ( )LX Z X , 

а, отже,  

     



     



     

           2 2 2( , ) || || || ( ) || ( ) , ( ) , ( ) ( ) , ( )L tr tr tr trtr tr
X L X Z X Z X Z X X Z Z X X Z X

Оскільки ортонормований набір 

, 1,
i
U i r є ортонормованим базисом в  

  1( ,..., )rL L U U , а ( , ), 1,
i tr

X U i r є 

координатами розкладу 
LX

за цим 

ортонормованим базисом, то  





2 2

1

|| || ( , )
r

L i tr

i

X X U . 

Залишається зауважити, що за теоремою 

Піфагора в абстрактному варіанті  

 
 

 2 2 2|| || || || || ||L LX X X , а, отже, 


 



   2 2 2 2 2

1

|| || || || || || || || ( , )
r

L L k tr

k

X X X X X U

 теорема доведена. 

Теорема12.  Квадрат відстані 

 2 ( , )X L довільної m n матриці X до 

лінійного підпростору  1( ,..., )KL L A A ,  що є 

лінійною оболонкою набору 

m n матриць 1,..., KA A  

Задається формулою  

   





    2 2 2 2

1

( , ) ( , ) ( , ( ) ) || || ( , )
r

tr k tr

k

X L X L X Z X X X U

 

для кортежного оператора  , 

породженого набором 1,..., KA A : 

  1( ,..., )KA A . 

Доведення. Доведення випливає із того, що  

підпростори  1( ,..., )KL L A A  та 
L  

співпадають між собою 

Теорема 13. Квадрат відстані 

 2 ( , ( , ))X a L  довільної m n матриці X до 

гіперплощини ( , )a L : 



     1

1

1
, ( ,..., ), , 1,

K

k K k k

k

a A L L A A A A a k K
K
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, породженого набором m n матриць 1,..., KA A задається формулою  

 



        2 2 2

1

( , ( , )) ( , ( )( )) || || ( , )
r

tr k tr

k

X a L X a Z X a X a X a U

, в якій кортежний оператор   

визначається 

співвідношенням   1( ,..., )KA A ,а  

, 1,iU i r  ортонормований набір власних 

матриць оператора 

 . 

Доведення. Доведення очевидним чином 

випливає з того, що  

   2 2( , ( , )) ( , )X a L X a L  

та  попередньої теореми. 

 

Алгоритм розпізнавання 

 

В статті пропонується алгоритм 

розпізнавання «порівняння з еталоном». Після 

того як сформований словник слів чи жестів, 

для кожного з елементів зі словника 

формується та зберігається набір 

характеристичних матриць, які відповідають 

записам слів чи зображенням жестів в різних 

умов середовища. Цей словник 

використовується у процесі кластеризації. 

Після перетворення вхідного сигналу у 

відповідну характеристичну матрицю, ця 

матриця, використовуючи одну з розглянутих 

у статті відстаней відповідності, 

перевіряється на близькість до кожного 

елементу зі словника. Елемент, який 

виявляється найближчим у термінах 

відповідної відстані відповідності 

приймається за результат. 

 

Тестування та результати 

 

Для тестування довільним чином була 

відібрана множина із 32 – ох слів (діалог). На 

базі цієї множини були проведені 

експериментальні дослідження. Тестування 

розпізнавання жестів проводилося на 

множині дактилів.  

Спеціально розроблений модуль навчання 

сформував навчальну вибірку (базу еталонів) 

для кожного елементу зі словника, 

використовуючи характеристичні матриці. В 

залежності від конфігурації системи, 

використовувалась еліпсоїдальна чи 

ортогональна відстань. Також для 

порівняльної характеристики у тестуванні 

була перевірена і евклідова. 

Для реалізації програмної частини задачі 

розпізнавання мови було обране середовище 

Java. Це об`єктно-орієнтована мова 

програмування, яка охоплює багатий набір 

інструментарію для розробки програмного 

забезпечення різних напрямків. Крім того, 

Java підтримує роботу з CUDA- технологіями 

та має ряд бібліотек, зокрема JCublas, JCufft, в 

яких реалізовані основні математичні операції 

із застосуванням паралельних обчислень. 

Для реалізації програмної частини задачі 

розпізнавання жестів була обрана мова 

програмування C#. Для цього середовища 

розроблена оболонка бібліотеки Open CV, яка 

називається Emgu CV. Вона включає в себе 

багатий інструментарій, який дозволяє 

працювати з потоками даних, що отримується 

з записуючого пристрою у реальному часі. 

Крім того, в ній реалізований ряд функцій та 

класів, які можуть бути ефективно 

застосовані при розпізнаванні. 

Хоча запропоновані у статті відстані 

відповідності вимагають подальшого 

вивчення та оптимізації, вже на даному етапі 

для задач розпізнавання мови одного диктора 

на обмеженій множині слів та розпізнавання 

жестів дактильної мови, отримані 

математичні результати проілюстровані 

застосуванням у даних задачах розпізнавання 

показали свою працездатність. Зокрема, в 

задачі розпізнавання дактильної мови жестів. 

Недолік застосування характеристичних 

матриць для задачі розпізнавання мови 

полягає у чутливості до вибору RGB 

параметрів, адже для цієї задачі конвертація 

пікселя малюнку в елемент 0\1 матриці не є 

такою тривіальною задачею як для 

розпізнавання жестів, де вхідний малюнок 

чорно-білий і може бути легко конвертований 

у бінарну матрицю. Тому при правильній 

конфігурації та ряду додаткових етапів 

обробки можна достягти значного 

покращення.  

Загалом, перспективним напрямком є 

застосування багаторівневої кластеризації, де 

ряд технік та алгоритмів застосовується 

поетапно. Запропоновані у статті матричні 

вектори ознак та відстані відповідності 

можуть скласти основу одного з таких етапів. 
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Отже, в пропонованій статті були 

розглянуті проблеми класифікації мовних 

сигналів та мови жестів. Зазначимо, що 

природними представниками об’єктів 

класифікації в згаданих задачах є матриці. 

Запропонований розвиток математичного 

апарату псевдообернення аналізу таких 

об’єктів на основі розвитку теорії 

псевдообернення для матричних евклідових 

просторів. 
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