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1 Вступ

Поняття черепичного порядку ввiв I.Каплан-
ський. Його учень Р.Тарсi [2] вивчав глобальну
розмiрнiсть черепичних порядкiв над локаль-
ним дедекiндовим кiльцом O з полем часток
k. Такi порядки мають класичнi кiльця часток,
якi є повними матричними алгебрами Mn(k), де
через Mn(B) позначено кiльце всiх квадратних
матриць порядку n з елементами з кiльця B.
В.Ятегаонкар [9] довiв, що в алгебрi Mn(k) над
полем часток k локального дедекiндового кiль-
ця O iснує лише скiнченне число, з точнiстю
до iзоморфiзму, черепичних порядкiв скiнчен-
ної глобальної розмiрностi. Такi черепичнi по-
рядки вивчалися багатьма авторами (див., на-
приклад, [5]–[10], [8]–[12]). Фуджита в [10] опи-
сав зведенi черепичнi порядки в Mn(D) скiн-
ченної глобальної розмiрностi для n = 4, 5.

Мета цiєї роботи — побудова проективної
резольвенти незвiдного модуля над черепичним
порядком в M6(D), опис з точнiстю до iзо-
морфiзму всiх зведених черепичних порядкiв в
M6(D) скiнченної глобальної розмiрностi.

Вiдмiтимо, що в нашiй термiнологiї "чере-
пичний порядок" — це нетерове з двох сторiн
первинне напiвдосконале та напiвдистрибутив-

не кiльце з ненулевим радикалом Джекобсона.

2 Черепичнi порядки над дискретно
нормованими кiльцями

Означення 2.1. Кiльце A називається напiв-
максимальним, якщо воно є напiвдосконалим
напiвпервинним нетеровим кiльцем таким, що
для довiльного локального iдемпотента e ∈ A
кiльце eAe є дискретно нормованим кiльцем (не
обов’язково комутативним) [5].

Теорема 1. (див. [5]) Кожне напiвмаксималь-
не кiльце iзоморфне скiнченному прямому добу-
тку первинних кiлець наступного вигляду

A =




O πα12O · · · πα1nO
πα21O O · · · πα2nO

...
...

. . .
...

παn1O παn2O · · · O


 (1)

де n ≥ 1, O — дискретно нормоване кiльце з
простим елементом π, αij — цiлi рацiональнi
числа такi, що αij + αjk ≥ αik для всiх i, j, k
та αii = 0 для всiх i.

Первинне напiвмаксимальне кiльце назива-
ється черепичним порядком.
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Ми будемо використовувати наступне по-
значення: Λ = {O, E(Λ)}, де E(Λ) = (αij)
— матриця показникiв кiльця Λ, т.б. Λ =

n∑
i,j=1

eijπ
αijO, де eij — матричнi одиницi. Якщо

черепичний порядок є зведеним, то αij +αji > 0
для i, j = 1, . . . , n, i 6= j.

Кiльце O вкладається в класичне тiло ча-
сток D, i (1) означає множину всiх матриць
(aij) ∈ Mn(D) таких що aij ∈ παijO =
eiiΛejj , де e11, . . . , enn — матричнi одиницi кiль-
ця Mn(D). Очевидно, що Q = Mn(D) є класи-
чним кiльцем часток кiльця Λ.

Зрозумiло, що кiльце Λ є як нетеровим
справа, так i нетеровим злiва.

Означення 2.2. Модуль M називається
дистрибутивним, якщо для довiльних його
пiдмодулiв K, L, N справедлива рiвнiсть

K ∩ (L + N) = K ∩ L + K ∩N.

Очевидно пiдмодуль та фактор-модуль
дистрибутивного модуля є дистрибутивним.
Модуль називається напiвдистрибутивним,
якщо вiн є прямою сумою дистрибутивних мо-
дулiв. Кiльце A називається напiвдистрибу-
тивним справа (злiва), якщо правий (лiвий)
регулярний модуль AA (AA) є напiвдистрибу-
тивним. Напiвдистрибутивне справа та злiва
кiльце називається напiвдистрибутивним (див.
[3]).

Теорема 2. [6] Наступнi умови для напiв-
досконалого напiвпервинного нетерового справа
кiльця A еквiвалентнi:

a) кiльце A напiвдистрибутивне;

b) кiльце A є прямим добутком напiвпро-
стого артiнового кiльця та напiвмакси-
мального кiльця.

Черепичний порядок над дискретно нормо-
ваним кiльцем — це нетерове первинне напiвдо-
сконале напiвдистрибутивне кiльце з ненульо-
вим радикалом Джекобсона. В цьому випадку
O = eAe є дискретно нормованим кiльцем для
кожного примiтивного iдемпотента e ∈ A.

Означення 2.3. Нехай A — черепичний поря-
док. Правою (лiвою) A-граткою називається
правий (лiвий) A-модуль, який є скiнченнопо-
родженим вiльним O-модулем.

Зокрема, всi скiнченнопородженi проектив-
нi A-модулi є A-гратками.

Серед всiх A-граток видiляються так зва-
нi незвiднi A-гратки, тобто A-гратки, якi мiстя-
ться у простому правому (лiвому) Q-модулi U
(вiдп. V ). Цi гратки утворюють частково впо-
рядковану множину Sr(A) (вiдп. Sl(A)) вiдно-
сно включення. Як було показано в [5] будь-яка
права (вiдп. лiва) незвiдна A-гратка M (вiдп.
N), яка лежить в U (вiдп. в V ), є A-модулем з
O-базисом πα1e1, . . . , π

αnen), причому
{

αi + αij ≥ αj , якщо (α1, . . . , αn) ∈ Sr(A)
αj + αij ≥ αi якщо (α1, . . . , αn)T ∈ Sl(A)

де буква T означає операцiю транспонування.
Ми будемо записувати [M ] = (α1, . . . , αn) або
M = (α1, . . . , αn), якщо M ∈ Sr(A).

3 Глобальна розмiрнiсть кiлець

Нехай A —кiльце. Позначимо через mod − A
(A−mod) категорiю правих (лiвих) A-модулiв.

Означення 3.1. Проективною резольвентою A-
модуля M називається точна послiдовнiсть A-
модулiв

· · · P2
d2 P(1)

d1 P(0)
π

M 0 ,

в якiй всi модулi Pi проективнi. Якщо iснує n
таке, що Pn 6= 0 а Pk = 0 для всiх k > n, то
говорять, що довжина проективної резольвенти
дорiвнює n (i ∞, якщо такого числа не iснує).

Означення 3.2. Говорять, що проективна роз-
мiрнiсть A-модуля M дорiвнює n та пишуть
proj.dimAM = n, якщо iснує проективна ре-
зольвента довжини n:

0 Pn · · · P(1) P(0) M 0 ,

та не iснує коротшої проективної резольвенти.
Якщо не iснує проективної резольвен-

ти скiнченної довжини, то покладають
proj.dimAM = ∞.

Iн’єктивна резольвента та iн’єктивна роз-
мiрнiсть модуля визначається дуальним чином.

Означення 3.3. Права проективна глобальна
розмiрнiсть кiльця A визначається наступним
чином: r.proj.gl.dimA =
sup{proj.dimAM : M ∈ mod−A}.
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Аналогiчно визначається лiва проективна
глобальна розмiрнiсть кiльця: l.proj.gl.dimA =
sup{proj.dimAN : N ∈ A−mod}.
Означення 3.4. Права iн’єктивна глобальна
розмiрнiсть кiльця A визначається наступним
чином:
r.inj.gl.dimA = sup{inj.dimAM : M ∈ mod−A}.

Аналогiчно визначається лiва iн’єктивна
глобальна розмiрнiсть кiльця:

l.inj.gl.dimA = sup{inj.dimAN : N ∈ A−mod}.

Теорема 3. Для будь-якого кiльця A мають
мiсце рiвностi

r.proj.gl.dimA = r.inj.gl.dimA,

l.proj.gl.dimA = l.inj.gl.dimA.

Враховуючи попередню теорему, можна ви-
значити праву (лiву) глобальну розмiрнiсть
кiльця як спiльне значення правої (лiвої) прое-
ктивної глобальної розмiрностi та правої (лiвої)
iн’єктивної глобальної розмiрностi:
r.gl.dimA = r.proj.gl.dimA = r.inj.gl.dimA,
l.gl.dimA = l.proj.gl.dimA = l.inj.gl.dimA

Твердження 1. Глобальна розмiрнiсть кiльця
є iнварiантною в сенсi Морiти.

Зауваження 1. Права та лiва глобальна роз-
мiрнiсть у випадку довiльного кiльця можуть
не спiвпадати. Зокрема, спадкове справа кiльце
може не бути спадковим злiва (приклад тако-
го кiльця навiв Капланський у 1958 роцi).

Теорема 4. М. Ауслендер. Якщо A — нете-
рове справа та злiва кiльце, то r.gl.dimA =
l.gl.dimA.

Нехай маємо точну послiдовнiсть 0 →
M ′ → M → M ′′ → 0 та проективнi резоль-
венти A-модулiв M ′ та M ′′ вiдповiдно:
· · · P ′

2
P ′

(1) P ′
(0) M ′ 0 ,

· · · P ′′
2

P ′′
(1) P ′′

(0) M ′′ 0 . То-
дi наступна точна послiдовнiсть

· · · P ′
2 ⊕ P ′′

2 P ′
1 ⊕ P ′′

1 P ′
0 ⊕ P ′′

0 M 0

є резольвентою модуля M (див. Ауслендер).
Звiдси
proj.dimAM ≤ max(proj.dimAM ′,proj.dimAM ′′).

Зокрема, якщо M = M ′⊕M ′′, то proj.dimAM =
max(proj.dimAM ′, proj.dimAM ′′).

В загальному випадку, якщо M = ⊕
i

Mi, то

proj.dimAM = sup
i

(proj.dimAMi). (2)

Нехай A — зведене напiвдосконале кiльце,
1 = e1 + · · · + en — розклад 1 ∈ A в суму
локальних взаємно ортогональних iдемпотен-
тiв, R = radA — радикал Джекобсона кiль-
ця A. Тодi всi простi правi (лiвi) A-модулi з
точнiстю до iзоморфiзму вичерпуються моду-
лями U1 = e1A/e1R, . . . , Un = enA/enR (V1 =
Ae1/Re1, . . . , Vn = Aen/Ren).

За теоремою Баса кожен скiнченнопоро-
джений A-модуль M над напiвдосконалим кiль-
цем має проективне накриття P (M), причому
P (M) = P (M/radM). Оскiльки для довiльно-
го модуля M/radM ' n⊕

i=1
Umi

i — напiвпростий
модуль, то

P (M) ' n⊕
i=1

P (Ui)mi =
n⊕

i=1
(eiA)mi .

Звiдси отримуємо, що

r.gl.dimA = max
1≤i≤n

{proj.dimAUi}. (3)

4 Проективне накриття незвiдних моду-
лiв

Твердження 2. [11] Нехай X1, . . . , Xs

— всi максимальнi пiдмодулi незвiдного i
непроективного Λ-модуля M з E(M) =
(α1, . . . , αn) та E(Xi) = E(M) + eji, де ek =

(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k−1

, 1, 0, . . . , 0). Тодi P (M) =
s⊕

i=1
παji Pji та

M =
s∑

i=1
παji Pji.

Доведення. Оскiльки rad M =
s⋂

i=1
Xi, то

E(rad M) = E(M) +
s∑

i=1
eji , P (M) =

s⊕
i=1

παji Pji .

Для кожного i маємо παji Pji ⊂ M , тому
s∑

i=1
παji Pji ⊂ M . Припустимо, що

s∑
i=1

παji Pji 6=
M . Тодi iснує максимальний пiдмодуль Xk та-
кий, що παji Pji ⊆ Xk. Отримали протирiччя, бо
παjk Pjk

* Xk.

З твердження 2 випливає наступне твер-
дження.
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Твердження 3. [11] Нехай незвiдний
Λ-модуль M має рiвно два максималь-
них непроективних пiдмодуля X i Y з
E(M) = (α1, . . . , αi−1, αi, αi+1, . . . , αn), E(X) =
(α1, . . . , αj−1, αj + 1, αj+1, . . . , αn) та E(Y ) =
(α1, . . . , αi−1, αi + 1, αi+1, . . . , αn). Тодi P (M) =
παiPi ⊕ παjPj та маємо точну послiдовнiсть

0 → παiPi ∩ παjPj → παiPi ⊕ παjPj → M → 0.

Нехай модуль M з E(M) = (α1, . . . , αn) має
проективне накриття P (M) = παiPi ⊕ παjPj ⊕
παkPk i M = παiPi + παjPj + παkPk. Тодi K =
(παiPi ∩ παjPj) (ei − ej) + (παjPj ∩ παkPk) (ej −
ek) + (παkPk ∩ παiPi) (ek − ei).

Нехай модуль K має проективне накриття
P (K) = παaPa ⊕ παbPb ⊕ παcPc. Маємо 2 точнi
послiдовностi
0 → L → P (K) → K → 0,
0 → K → P (M) → M → 0.

Теорема 5. [11] L ' παaPa ∩ παbPb ∩ παcPc.

В.Ятегаонкар довiв, що в алгебрi Mn(k) над
полем часток k локального дедекiндового кiль-
ця O iснує лише скiнченне число, з точнiстю
до iзоморфiзму, черепичних порядкiв скiнчен-
ної глобальної розмiрностi.

Теорема 6. [9] Нехай O — дискретно нормо-
ване кiльце з максимальним iдеалом m i тiлом
дробiв D. Тодi

• Якщо Λ = (O, E(Λ) = (αij)) ⊆ Mn(D) —
черепичний порядок над дискретно нор-
мованим кiльцем O з gl.dim Λ < ∞, то
αij ≤ n− 1 для 1 ≤ i, j ≤ n− 1.

• Iснує лише скiнченна кiлькiсть черепи-
чних порядкiв в Mn(D) над дискретно
нормованим кiльцем O скiнченної гло-
бальної розмiрностi, якi мiстять фiксо-
вану множину з n ортогональних iдем-
потентiв.

• Iснує з точнiстю до спряження лише
скiнченна кiлькiсть черепичних порядкiв
в Mn(D) над дискретно нормованим кiль-
цем O скiнченної глобальної розмiрностi.

5 Ядро проективного накриття незвi-
дного модуля

Лема 1. [11] Нехай M1, M2, M3 — пiдмодулi
дистрибутивного модуля M та ϕ : M1 ⊕M2 ⊕

M3 → M1 + M2 + M3 — епiморфiзм прямої су-
ми незвiдних модулiв на їх суму, визначений за
правилом: (x1, x2, x3) 7→ x1+x2+x3. Тодi kerϕ =
{(m12 − m31,m23 − m12,m31 − m23) | m12 ∈
M1 ∩M2,m23 ∈ M2 ∩M3,m31 ∈ M3 ∩M1}.
Теорема 7. [11] Нехай M1, . . . , Mn — пiдмо-

дулi дистрибутивного модуля M =
n∑

i=1
Mi та

епiморфiзм ϕ :
n⊕

i=1
Mi 7→ M дiє за правилом

ϕ(m1, . . . ,mn) = m1 + . . . + mn. Тодi ker ϕ =
{(y1, . . . , yn) | yi =

∑
j 6=i

mij , mij = −mji ∈
Mi ∩Mj}.
Наслiдок 1. [11] Нехай M — незвiдний Λ-

модуль i P (M) =
s⊕

i=1
παji Pji, M =

s∑
i=1

παji Pji.

Тодi ядро епiморфiзму ϕ : P (M) 7→ M дорiв-
нює ker ϕ = {(y1, . . . , yn) | yi =

∑
k 6=i

mik, mik =

−mki ∈ παji Pji ∩ παjk Pjk
}.

Доведення. Черепичний порядок Λ є напiв-
дистрибутивним кiльцем. Тому кожен незвi-
дний Λ-модуль є дистрибутивним. За попере-
дньою теоремою ядро епiморфiзму має вказа-
ний вигляд.

Ядро K як пiдмодуль в
n⊕

i=1
Mi можна фор-

мально записати у виглядi

K =
∑

i<j

(Mi ∩Mj)(ei − ej),

де ek = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k−1

, 1, 0, . . . , 0).

Твердження 4. Нехай модуль M з E(M) =
(α1, . . . , αn) має проективне накриття
P (M) = παiPi ⊕ παjPj ⊕ παkPk i M = παiPi +
παjPj + παkPk i модуль παiPi ∩ παjPj є прое-
ктивним. Тодi ядро L проективного накрит-
тя P (K) модуля K спiвпадає з ядром L2 прое-
ктивного накриття P ((παiPi + παjPj)∩παkPk)
модуля (παiPi + παjPj) ∩ παkPk.

Доведення. Нехай модуль M з E(M) =
(α1, . . . , αn) має проективне накриття P (M) =
παiPi ⊕ παjPj ⊕ παkPk i M = παiPi + παjPj +
παkPk. Тодi K = (παiPi ∩ παjPj) (ei − ej) +
(παjPj ∩ παkPk) (ej − ek) + (παkPk ∩ παiPi) (ek −
ei). Також маємо три епiморфiзма з K на
(παiPi + παjPj) ∩ παkPk, (παjPj + παkPk) ∩
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παiPi, (παkPk + παiPi)∩παjPj з ядрами παiPi∩
παjPj , παjPj∩παkPk, παkPk∩παiPi вiдповiдно.

Позначимо παiPi ∩ παjPj = X,
(παiPi + παjPj) ∩ παkPk = Y

Для довiльної точної послiдовностi

0 → X → K → Y → 0

наступна комутативна дiаграма

0 0 0

0 L1 L L2 0

0 P (X) P (X)⊕P (Y ) P (Y ) 0

0 X K Y 0

0 0 0

має точнi стовпчики i два точнi рядки. Тому за
лемою 3× 3 перший рядок також точний.

Якщо модуль παiPi ∩ παjPj = X проектив-
ний, то L1 = 0. Тодi L = L2.

6 Розклад ядра у пряму суму

Твердження 5. Нехай M1, M2, M3 — пiдмо-
дулi дистрибутивного модуля M , K = (M1 ∩
M2)(e1−e2)+(M1∩M3)(e1−e3)+(M2∩M3)(e2−
e3). Модуль K розкладається у пряму суму пiд-
модулiв тодi i тiльки тодi, коли Mi∩Mj ⊆ Mk

для деяких попарно рiзних i, j, k ∈ {1, 2, 3}.

Доведення. Позначимо Mij = Mi ∩ Mj . Тодi
K = M12(e1 − e2) + M13(e1 − e3) + M23(e2 − e3)
або K = {(m12 + m13,−m12 + m23,−m13 −
m23) | mij ∈ Mij}.

Нехай X = X12(e1 − e2) + X13(e1 − e3) +
X23(e2 − e3) = {(x12 + x13,−x12 + x23,−x13 −
x23) | xij ∈ Xij}, Y = Y12(e1 − e2) + Y13(e1 −
e3)+Y23(e2−e3) = {(y12 +y13,−y12 +y23,−y13−
y23) | yij ∈ Yij} — ненульовi пiдмодулi модуля
K. Тодi Xij та Yij — пiдмодулi Mij .

Нехай K = X ⊕ Y . Тодi X ∩ Y = 0 i X +
Y = K. Припустимо, що множини {x12 + x13},
{−x12+x23}, {−x13−x23} ненульовi i {y12+y13}
теж ненульова множина. Тодi X12∩Y12 = L12 6=
0 i X13 ∩ Y13 = L13 6= 0. Модуль L12(e1 − e2) +

L13(e1−e3) = {l12+l13,−l12,−l13)} є ненульовим
пiдмодулем модуля K. Тому X ∩ Y 6= 0.

Отже, хоча б одна з множин {x12 + x13},
{−x12 +x23}, {−x13−x23} дорiвнює 0. Аналогi-
чно хоча б одна з множин {y12 + y13}, {−y12 +
y23}, {−y13 − y23} теж дорiвнює 0.

Якщо {x12 + x13} = 0 i {y12 + y13} =
0, то x13 = −x12, y13 = −y12 i X =
{(0,−x12 +x23,−(−x12 +x23))}, Y = {(0,−y12 +
y23,−(−y12 + y23))}. Очевидно, що X ∩ Y ⊃
{(0,−l12 + l23,−(−l12 + l23))} 6= 0, де l12 ∈ L12 =
X12 ∩ Y12 6= 0, l13 ∈ L13 = X13 ∩ Y13 6= 0.

Нехай {x12+x13} = 0 i {−y12+y23} = 0. Тодi
x12 = −x13, y12 = y23, X = {(0, x13+x23,−(x13+
x23))}, Y = {(y13+y23, 0,−(y13+y23))}. Зрозумi-
ло, що X ∩ Y = 0.

З’ясуємо тепер, за якої умови X + Y = K.
Нехай X = {(0, x13 + x23,−(x13 + x23))}, Y =
{(y13 + y23, 0,−(y13 + y23))} i K = X + Y =
{(y13+y23, x13+x23,−(x13+x23+y13+y23))}. То-
дi y13 +y23 = m12 +m13, x13 +x23 = −m12 +m23.
Звiдси m12 = y13 + y23 − m13 ∈ M3. Тому
M12 ⊆ M3.

Навпаки, нехай M12 ⊆ M3. Тодi M12 ⊆
M13 i M12 ⊆ M23. K = {(m12 + m13,−m12 +
m23,−m13 − m23)} = {(m12 + m13,−m12 +
m23,−(m12 + m13) − (−m12 + m23))}. Оскiль-
ки M12 ⊆ M13 i M12 ⊆ M23, то m12 + m13 =
m′

13 ∈ M13, −m12 + m23 = m′
23 ∈ M23.

K = {(m′
13,m

′
23,−m′

13 − m′
23)} = M13(e1 −

e3) + M23(e2 − e3). Оскiльки {(m′
13, 0,−m′

13)} ∩
{(0,m′

23,−m′
23)} = 0, то K ' M13 ⊕M23. Твер-

дження доведено.

Твердження 6. Нехай M — незвiдний Λ-

модуль, P (M) =
s⊕

i=1
παji Pji, M =

s∑
i=1

παji Pji

rad M = rad παjs Pjs. Тодi ядро епiморфiзму
ϕ : P (M) 7→ M дорiвнює

ker ϕ =
s−1⊕
i=1

rad παji Pji .
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Доведення. Наступна комутативна дiаграма

0 0 0

0 L L 0 0

0 rad P (M) P (M) P (M)/rad P (M) 0

0 rad M M M/rad M 0

0 0 0

має точнi рядки i два точнi стовпчики. Тому за
лемою 3 × 3 перший стовпчик також точний.
Звiдси 0 → L → rad P (M) → rad M → 0, тобто

0 → L → s−1⊕
i=1

rad παji Pji → rad παjs Pjs → 0.

Зазначимо, що з ϕ(m1, . . . ,ms) = m1 + · · ·+
ms та ker ϕ =

∑
i<k

(παji Pji ∩ παjk Pjk
) (eji −ejk

) =
∑
i<k

(παji Rji ∩ παjk Rjk
) (eji − ejk

) випливає, що

ker ϕ = ker ψ для ψ : rad P (M) → rad M ,
де ψ(m1, . . . , ms) = m1 + · · · + ms. Iснує гомо-

морфiзм ψ : rad παjs Pjs → s−1⊕
i=1

rad παji Pji та-

кий, що ψψ = 1s — тотожне вiдображення мо-
дуля παjs Pjs . Отже, послiдовнiсть 0 → L →
s−1⊕
i=1

rad παji Pji → rad παjs Pjs → 0 розщеплює-

ться i L ' s−1⊕
i=1

rad παji Pji . Твердження доведе-

но.

7 Iзоморфiзм черепичних порядкiв

Нехай Λ = {O, E(Λ) = (αij)}, A = {O, E(A) =
(aij)} — зведенi черепичнi порядки над дискре-
тно нормованим кiльцем O i Λ ' A

Нехай ϕ — iзоморфне перетворення першо-
го типу, тобто ϕ(Λ) = A, ϕ(E(Λ)) = E(A), де
ϕ(αij) = aij = αij + ti − tj для деякого набору
t1, . . . , tn ∈ Z.

Для довiльного iзоморфного перетворення
ψ другого типу, що задається пiдстановкою τ ,
маємо ψ(A) = Ω, ψ(E(A)) = E(Ω) = (ωij), де
ωτ(i)τ(j) = aij .

Теорема 8. Два зведенi черепичнi порядка A =
{O, E(A) = (aij)} i B = {O, E(B) = (bij)}
в Mn(D) iзоморфнi тодi i тiльки тодi, коли

iснує пiдстановка τ така, що елементи ма-
трицi C = (cij), де cij = bτ(i)τ(j)−aij, задоволь-
няють рiвнiсть cij + cjk = cik для всiх i, j, k.

Доведення. Нехай зведенi черепичнi порядки
A = {O, E(A) = (aij)} i B = {O, E(B) = (bij)}
в Mn(D) iзоморфнi. Тодi матрицю показникiв
E(B) можна отримати з матрицi E(A) насту-
пним чином: спочатку виконати над E(A) iзо-
морфнi перетворення ϕ першого типу, а потiм
над ϕ(E(A)) виконати еквiвалентнi перетворен-
ня psi другого типу.

Якщо ϕ(E(A)) = E(G) = (gij), то gij =
aij + ti − tj для деякого набору цiлих чисел
t1, . . . , tn. Нехай перетворення ψ задається пiд-
становкою τ . Тодi bτ(i)τ(j) = gij = aij + ti − tj .
Позначимо cij = bτ(i)τ(j)−aij , C = (cij). Оскiль-
ки cij = ti − tj , то вони задовольняють рiвнiсть
cij + cjk = cik для всiх i, j, k.

Навпаки, нехай для зведених черепичних
порядкiв A = {O, E(A) = (aij)} i B =
{O, E(B) = (bij)} в Mn(D) iснує пiдстанов-
ка τ така, що елементи матрицi C = (cij),
де cij = bτ(i)τ(j) − aij , задовольняють рiвнiсть
cij +cjk = cik для всiх i, j, k. Виконаємо над зве-
деною матрицею показникiв E(A) iзоморфне пе-
ретвореня ψ другого типу, що задається пiдста-
новкою τ . Отримаємо зведену матрицю пока-
зникiв E(F ) = ψ(E(A)) = (fij), де fτ(i)τ(j) = aij

для всiх i, j.
Виконаємо тепер над E(F ) iзоморфне пере-

творення ϕ першого типу ϕ(E(F )) = E(H) =
(hij), де hij = fij + xi − xj , xi = cθ(i)1, θ = τ−1.
Тодi

hτ(i)τ(j) = fτ(i)τ(j)+xτ(i)−xτ(j) = aij +ci1−cj1.

Оскiльки ci1− cj1 = cij та aij + cij = bτ(i)τ(j), то
hτ(i)τ(j) = bτ(i)τ(j) для всiх i, j.

Отже, E(H) = E(B) i черепичнi порядки A
та B iзоморфнi. Теорема доведена.

Зауваження 2. Цiлочисельна матриця C з
умови теореми 8 кососиметрична та cij =
ci1 − cj1 для всiх i, j. Дiйсно, оскiльки cii =
bτ(i)τ(i)−aii = 0 для всiх i, то cij + cji = cii = 0.
Звiдси cji = −cij, тобто C = −CT , C — кососи-
метрична матриця. Крiм цього, cij = cik − cjk

для всiх i, j, k. Зокрема, cij = ci1 − cj1.

Наслiдок 2. Два зведених черепичних порядка
A = {O, E(A) = (aij) i B = {O, E(B) = (bij) в
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Mn(D) iзоморфнi тодi i тiльки тодi, коли iснує
пiдстановка τ така, що

bτ(i)τ(j) + bτ(j)τ(k)− bτ(i)τ(k) = aij + ajk− aik (4)

для всiх i, j, k.

Доведення. Рiвнiсть (4) при cij = bτ(i)τ(j) − aij

еквiвалентна рiвностi cij + cjk + cik.

Теореми 6 та 8 дають можливiсть видiлити
з точнiстю до iзоморфiзму скiнченну множину
черепичних порядкiв в M6(D), яка мiстить всi
черепичнi порядки скiнченної глобальної роз-
мiрностi. За теоремами 7, 5 та твердженнями
3, 2, 5, 6, 4 будується проективна резольвента
незвiдного модуля над черепичним порядком в
M6(D). На основi цього написана програма для
обчислення всiх з точнiстю до iзоморфiзму че-
репичних порядкiв в M6(D) скiнченної глобаль-
ної розмiрностi.

Висновок: Всього iснує з точнiстю до iзо-
морфiзму 659 черепичних порядкiв скiнчен-
ної глобальної розмiрностi. Максимальна скiн-
ченна глобальна розмiрнiсть черепичних по-
рядкiв в M6(D) дорiвнює 6. З точнiстю до
iзоморфiзму iснує три черепичних порядка
глобальної розмiрностi 6. Це черепичнi по-
рядки з наступними матрицями показникiв


0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 1
2 1 0 0 1 1
2 2 1 0 2 2
2 1 1 0 0 2
1 1 1 0 0 0







0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 1
2 1 0 0 1 2
2 2 1 0 2 2
2 2 1 0 0 1
1 1 1 0 0 0







0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 1
2 1 0 0 1 1
2 2 1 0 1 1
3 2 1 1 0 1
2 2 1 0 0 0
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Сплощуючi властивостi лiфтiв
аналiтичних HP-перетворень келерових
просторiв.

У роботi вивчаються сплощуючi власти-
востi iнфiнiтезимальних перетворень доти-
чних розшарувань першого та другого по-
рядкiв, породженi лiфтами аналiтичних HP-
перетворень келерових просторiв.
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1 Introduction.

Generalisations of geodesic curves of a different
aspect are known. In particular, A. Fialkow consi-
ders geodesics circles in Riemannian space ([1]).
T. Otsuki, Y. Tashiro have introduced concept a
holomorphically planar curve in Kählerian space
([2]). P. K. Rashevsky considers flattening curves
of a arbitrary order in affine connected spaces, usi-
ng concept of a flattening ([3]).

On the basis of these curves of generalisati-
on of geodesic maps have been defined: conci-
rcular transformations K. Yano ([4]), holomorphi-
cally projective maps Y. Tashiro ([5]), p-geodesic
maps S. G. Leiko ([6], [7]).

Their infinitesimal analogues were consi-
dered in works: for concircular transformati-
ons Riemannian spaces (S. Ishihara [8]), for
holomorphic projective transformations Kählerian
spaces (S. Tachibana, S. Ishihara [9]). P-geodesic
infinitesimal transformations are defined S. G. Lei-
ko in work [10].

Lifts of infinitesimal transformations were
studied K. Yano and S. Ishihara ([11], [12]). By
them it is established, that the complete lift XC

of the geodesic infinitesimal transformation X is
infinitesimal geodesic transformation to a tangent
bundle if and only if X is affine infinitesimal

transformation. S. G. Leiko studied lifts of infi-
nitesimal transformations from the point of view
of the theory р-geodesic (flattening) maps. He has
established, that for a tangent bundle of the first
order, vertical lift XV of the geodesic infinitesimal
transformation X is canonical 2-geodesic infini-
tesimal transformation, and the complete lift XC

is not canonical 2-geodesic infinitesimal ([10]). The
case of a tangent bundle of the second order also
is considered S. G. Leiko in work [10]. Lifts of infi-
nitesimal concircular transformation in a tangent
bundle of the first order were studied S. G. Leiko
([13]). The case of a tangent bundle of the second
order is considered in work [14].

The given work is devoted study of flattening
properties of lifts analytical НР-transformations of
Kählerian spaces.

2 Elements of the theory of flattening
maps.

We will consider in affine connected space (M,∇)
curve C admiting parametre t; ξ - a field of tangent
vectors along a curve C . The vector q-th curvature
ξq is defined by a rule ξq = ∇tξq−1, ξ0 = ξ.

Definition 2.1. ([10], [13]). Arbitrarily we take a
point p ∈ C on a curve C . If at a point p vectors ξ,
ξ1, . . . , ξm−1 are linearly independent, and vectors

c© Костянтин М. Зубрiлiн, 2013 35
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