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1 Вступ

Нехай T — кореневе n-регулярне дерево з
коренем x0, AutT — його група автоморфiзмiв.
Якщо важливо, що саме вершина x є коренем
дерева T , то писатимемо Tx. Зафiксуємо верши-
ну першого рiвня x1

1 i розглянемо деякий час-
тковий автоморфiзм: a : Tx0 → Tx1

1
дерева Tx0 на

кореневе пiддерево Tx1
1
. Для кожної вершини y

першого рiвня зафiксуємо частковий автомор-
фiзм ay : Tx0 → Ty дерева Tx0 на кореневе пiдде-
рево Ty. Якщо x 6= y, то ran(ax)∩dom(a−1

y ) = ∅,
тому axa−1

y = 000 (порожнє вiдображення), якщо
ж x = y, то axa−1

x = 111 = idT .

Iнверсну пiднапiвгрупу напiвгрупи PAutT ,
породжену вiдображенням a та групою AutT ,
позначимо B(n), а iнверсну пiднапiвгрупу, поро-
джену множиною {ay : y ∈ V1}, позначимо B[n].
Для довiльного ненульового x ∈ B(n) (B[n])
область визначення dom(x) та образ ran(x) є
кореневими пiддеревами дерева Tx0 . Познача-
тимемо через root(x) корiнь областi визначення
елемента x.

Легко бачити, що B(1) = B[1] = B — вiдома
бiциклiчна напiвгрупа [2, §1.12, т.1], тому напiв-
групи B(n) i B[n] природно називати узагальне-
ними бiциклiчними напiвгрупами. Властивостi
напiвгрупи B(n) наведено в [3].

2 Замкненi iнверснi пiднапiвгрупи
узагальненої бiциклiчної напiвгрупи

На iнверснiй напiвгрупi S можна ввести вiд-
ношення природного часткового порядку ω :
a ω b ⇔ aa−1 = ab−1, a−1a = a−1b. Зауважимо,
що з aωb випливає рiвнiсть a

∣∣
dom

(a) = b
∣∣
dom

(a).
На множинi iдемпотентiв вiдношення порядку
ω набуває вигляду: e ω f ⇔ ef = fe = e.
Iдемпо- тент e ∈ E(S) називається примiтив-
ним, якщо e 6= 0 i для кожного ненульового
iдемпотента f ∈ E(S) з f ω e випливає, що
f = e, тобто примiтивний iдемпотент — це
мiнiмальний ненульовий iдемпотент. Замикан-
ням Hω множини H ⊂ S називається множина
Hω = {h ∈ S | ∃π ∈ H π ω h} . Якщо Hω = H,
то множина H називається замкненою.

Твердження 1. [2, Лема 7.9, т.2] Нехай H —
iнверсна пiднапiвгрупа iнверсної напiвгрупи S.
Тодi Hω є замкненою iнверсною пiднапiвгру-
пою напiвгрупи S.

Нехай K — замкнена iнверсна пiднапiвгру-
па напiвгрупи B(n). Якщо iснують e, f ∈ E(K),
такi, що ef = 000, то K = B(n), бо для довiль-
ного елемента s ∈ B(n) вiрно, що 000 ω s. Нехай
надалi K 6= B(n). Нерiвнiсть ef 6= 000 виконує-
ться лише тодi, коли dom(e) ∩ dom(f) 6= ∅, що
можливе лише у випадку, коли або dom(e) ⊆
dom(f), або dom(f) ⊆ dom(e). Тому якщо e < f ,
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то вершина root(e) лежить нижче за верши-
ну root(f). Тодi множина P = {root(e) | e ∈
E(K)} = {x0, x1, . . . , xi, . . .}, де xi < xj , якщо
i < j, є лiнiйно впорядкованою, отже, завдя-
ки замкненостi, є шляхом. Для кожного еле-
мента s ∈ K вершина root(s) належить шляху
P . Бiльше того, елементи напiвгрупи K пере-
водять шлях P у себе у тому сенсi, що для ко-
жного b ∈ K виконується

(
P ∩ dom(b)

)b ⊆ P .
Дiйсно, для xi ∈ dom(b) покладемо c := bexi ,
де exi ∈ E(B(n)), root(exi) = xi, очевидно,
c(xi) = b(xi). Елемент c−1c є iдемпотентом K,
а тодi root(c−1c) = c(xi) ∈ P . Ми називатимемо
шлях P стрижнем напiвгрупи K.

Пiднапiвгрупа iдемпотентiв E(B(n)) уза-
гальненої бiциклiчної напiвгрупи B(n) нескiн-
ченна. Тому замкнена iнверсна пiднапiвгрупа
K напiвгрупи B(n) може не мiстити найменшо-
го iдемпотента. Через це, дослiджуючи будову
замкнених iнверсних пiднапiвгруп напiвгрупи
B(n), будемо розглядати два випадки: а) K мi-
стить найменший iдемпотент; б) K не мiстить
найменшого iдемпотента.

Нехай K мiстить найменший iдемпотент
emin. Позначимо через Tmin область визначення
найменшого iдемпотента emin. У цьому випадку
шлях P є скiнченним. Нехай root(emin) = xk.

Лема 1. Якщо замкнена iнверсна пiднапiв-
група K напiвгрупи B(n) мiстить найменший
iдемпотент emin, то вона зберiгає рiвень вер-
шини root(x) для кожного елемента x ∈ K.

Доведення. Припустимо, що для b ∈ K xi ∈ P
має мiсце b(xi) = xl, i 6= l. Будемо вважати,
що i < l (в iншому випадку потрiбно розгля-
нути iнверсний до b елемент b−1). Оскiльки це
вiдображення є частковим автоморфiзмом, то
b(xk) = xk+l−i для k > i. Покладемо c := b emin.
Тодi c−1c є iдемпотентом, причому c−1c < emin.
Оскiльки root(c−1c) = xk+l−i, тобто root(c−1c)
лежить нижче за root(emin), то одержана нерiв-
нiсть є строгою. З отриманої суперечностi ви-
пливає, що для b ∈ K b(xi) = xi для кожного
xi ∈ P .

При i < k для вершини xi, що належить
стрижню P , визначимо пiддерево TP

xi
з коренем

у вершинi xi як пiддерево дерева T з множиною
вершин V TP

xi
= V Txi \ V Txi+1 .

Отже, валентнiсть кореневої вершини дере-
ва TP

xi
дорiвнює n− 1, а валентностi iнших вер-

шин дорiвнюють n + 1. Через T
(n) позначати-

мемо кореневе дерево, валентнiсть кореня яко-
го дорiвнює n− 1, а валентностi iнших вершин
дорiвнюють n + 1.

Оскiльки замкнена iнверсна пiднапiвгрупа
K мiстить найменший iдемпотент, то K = Hω,
де H < AutTmin [1]. Опишемо будову замкненої
iнверсної пiднапiвгрупи K бiльш детально.

Нагадаємо, що через Ni позначено
множину {1, 2, . . . , i}. Позначимо Ek =
{000, e1, e2, . . . , ek}, де ei = idNi , i = 1, . . . , k.
Множина Ek є iнверсною напiвгрупою, кожний
елемент якої є iдемпотентом.

Лема 2. Напiвгрупа (AutTxk
)ω iзоморфна(

AutT
(n) op Ek

)×AutT , де op позначає частко-
вий вiнцевий добуток напiвгруп.

Доведення. Для будь-якої xi ∈ P має мiсце iзо-
морфiзм TP

xi
' T

(n), тому AutTP
xi
' AutT

(n).
Для кожного i 6 k − 1 розглянемо вiдображе-
ння Θi : TP

xi
→ T

(n), яке встановлює iзоморфiзм

мiж TP
xi

i T
(n), а для i = k розглянемо iзомор-

фiзм Θk : Txk
→ T .

Нехай s ∈ Aut(Txk
)ω, root(s) = xj , j 6 k.

Покладемо es = idNk−j
, якщо j < k, es = 000,

якщо root(s) = xk.
Покладемо hs(x) = Θk(s(Θ

−1
k (x))). Для i 6

k визначимо вiдображення fs(i) = Θ−1
k−isΘk−i,

яке дiє з Ni в AutT
(n). За побудовою dom(fs) =

dom(es).
Задамо вiдображення ψ : (AutTxk

)ω →(
AutT

(n) op Ek

) × AutT таким чином: ψ(s) =
(fs, es)× hs.

Розглянемо елемент es1s2 . Нехай root(s1) =
xj1 , root(s2) = xj2 . Тодi root(s1s2) = xmax{j1,j2},
а, отже, es1s2 = idNk−max{j1,j2}

.
Розглянемо добуток es1es2 = idNk−j1

idNk−j2
=

idNmin{k−j1,k−j2}
= idk−max{j1,j2}. Отже, es1s2 =

es1es2 . Звiдси маємо, що es1s2 = es1es2 .
Для всiх x ∈ T

(n), i ∈ dom(es1es2), оскiльки
Θ−1

k−isΘk−i ∈ AutT
(n), виконується

fs1f
es1
s2 (i)(x) = fs2(i

es1 )(fs1(i)(x)) =

= fs2(i)(fs1(i)(x)) = fs2(Θk−i(s1(Θ−1
k−i(x)))) =

= Θk−i(s2(Θ−1(Θk−i(s1(Θ−1
k−i(x)))))) =

= Θk−i(s2(s1(Θ−1
k−i(x)))) = Θk−i(s1s2(Θ−1

k−i(x))) =

= fs1s2(i)(x).

Аналогiчно, hs1hs2(x) = hs2(Θk(s1(Θ−1
k (x)))) =

= Θk(s2(Θ−1
k (Θk(s1(Θ−1

k (x)))))) =
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= Θk(s2(s1(Θ−1
k (x)))) =

= Θk(s1s2(Θ−1
k (x))) = hs1s2(x). Далi,

ψ(s1s2) = (fs1s2 , es1s2)× hs1s2 =

= (fs1f
es1
s2 , es1es2)× hs1hs2 =

= ((fs1 , es1)× hs1)((fs2 , es2))× hs2 = ψ(s1)ψ(s2).

Покажемо, що кожному елементу (f, e) ×
h ∈ (AutT

(n) op Ek) × AutT можна поставити у
вiдповiднiсть елемент τ ∈ (AutTxk

)ω. Визначи-
мо елемент τ ∈ B(n) таким чином: для x ∈ TP

xi
,

1 6 i 6 k − 1, τ(x) = Θ−1
i (f(k − i)(Θi(x))), для

x ∈ Txk
τ(x) = Θ−1

k (h(Θk(x))).
Елемент τ визначається за елементом

(f, e) × h єдиним чином. За побудовою
τ
∣∣
Aut Txk

∈ AutTxk
⊂ (AutTxk

)ω. Ясно, що

τ
∣∣
Txk

ω τ . Оскiльки (AutTxk
)ω — замкнена пiд-

напiвгрупа, то τ ∈ (AutTxk
ω).

Таким чином, мiж елементами напiвгру-
пи

(
AutT

(n) op Ek

)× AutT i елементами напiв-
групи AutTxk

ω встановлюється взаємно одно-
значна вiдповiднiсть. Оскiльки вiдображення
ψ : (Aut Txk

)ω → (
AutT

(n) op Ek

) × AutT збе-
рiгає операцiю, то ψ є iзоморфiзмом.

Теорема 1. Кожна замкнена iнверсна пiдна-
пiвгрупа K узагальненої бiциклiчної напiвгру-
пи B(n), множина E(K) iдемпотентiв якої мi-
стить найменший iдемпотент, корiнь обла-
стi визначення якого належить k-му рiвню,
iзоморфна напiвгрупi

(
AutT

(n) op Ek

) × H, де
H < AutT .

Напiвгрупа
(
AutT

(n) op Ek

) × H, де H —
пiдгрупа групи AutT , iзоморфна замкненiй iн-
верснiй пiднапiвгрупi напiвгрупи B(n), яка мi-
стить найменший iдемпотент e, такий, що
root(e) = xk.

Доведення. Нехай K — замкнена iнверсна пiд-
напiвгрупа напiвгрупи B(n), множина E(K)
iдемпотентiв якої мiстить найменший iдемпо-
тент emin з областю визначення Tmin = Txk

. То-
дi (див. [1, Теорема 3.1]) K = H0 ω, де H0 <
AutTxk

.
Розглянемо iзоморфiзм ψ : (Aut Txk

)ω →
(AutT

(n) op Ek)×AutT , який побудовано у лемi
2. Iзоморфiзм ψ зберiгає природний порядок ω,
тому ψ(K) = ψ(H0)ω, звуження ψ

∣∣
K

встанов-
лює iзоморфiзм мiж K та ψ(K).

Згiдно визначення iзоморфiзму ψ маємо:

ψ(H0) ={{(000,000)} ×Θ−1
k hΘk, h ∈ H0} =

={(000,000)} × (Θ−1
k H0Θk).

Очевидно, Θ−1
k H0Θk є пiдгрупою групи

AutT . Позначимо її H. Тодi ψ(H0)ω =
({(000,000)} ×H)ω.

Покажемо, що ({(000,000)} × H)ω =(
AutT

(n) op Ek

)×H.
Нехай (f, a)×h1 ∈ ({(000,000)}×H)ω. Це озна-

чає, що iснує такий елемент (000,000)×h ∈ {(000,000)}×
H, що ((000,000)× h) ω ((f, a)× h1). За означенням
порядку ω маємо:

((000,000)×h)((000,000)×h−1) = ((000,000)×h)((f, a)−1×h−1
1 ),

(000,000)× hh−1 = (000,000)× hh−1
1 .

Звiдси h = h1. Отже, h1 ∈ H, а то-
му (f, a) × h1 ∈ (

AutT
(n) op Ek

) × H. Отже,

({(000,000)} ×H)ω ⊂ (
AutT

(n) op Ek

)×H.
Покажемо тепер включення

({(000,000)} ×H)ω ⊃ (
AutT

(n) op Ek

)×H.

Нехай (f, a)×h ∈ (
AutT

(n) op Ek

)×H. Роз-
глянемо добутки:

((000,000)× h)((000,000)× h)−1 =

= ((000,000)× h)((000,000)× h−1) = (000,000)× hh−1,

((000,000)× h)((f, a)× h)−1 =

= ((000,000)× h)((f, a)−1 × h−1) = (000,000)× hh−1.

Отже, для довiльного (f, a) × h ∈(
AutT

(n) op Ek

) × H вiрно, що ((000,000) ×
h) ω ((f, a) × h). Отже, ({(000,000)} × H)ω ⊃(
AutT

(n) op Ek

)×H.
З цих двох включень випливає рiвнiсть

({(000,000)} ×H) ω =
(
AutT

(n) op Ek

)×H.

Доведемо другу частину твердження.
Розглянемо iзоморфiзм

ψ−1 :
(
AutT

(n) op Ek

)×AutT → (AutTxk
) ω .

Нехай H < AutT i ψ−1({(000,000)}×H) = H0. Зав-
дяки тому, що ψ — iзоморфiзм, H0 є пiдгру-
пою групи AutT . Оскiльки iзоморфiзм зберi-
гає порядок ω, то ψ−1(({(000,000)} ×H)ω) = H0 ω.
Напiвгрупа H0ω є замкненою iнверсною пiд-
напiвгрупою в B(n) [2, Лема 7.9, т.2]. Отже,
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(
AutT

(n) op Ek

) × H iзоморфна деякiй замкне-
нiй iнверснiй пiднапiвгрупi напiвгрупи B(n).

Знайдемо тепер область визначення най-
меншого iдемпотента замкеної iнверсної пiдна-
пiвгрупи K напiвгрупи B(n). Якщо (f, a) × h
є iдемпотентом, то h = idT , тому найменшим
iдемпотентом в

(
AutT

(n) op Ek

)×H є (000,000)×idT .
Тодi ψ−1((000,000) × idT ) = idTxk

є найменшим
iдемпотентом в H0ω. Отже, областю визначе-
ння найменшого iдемпотента K є Txk

.

3 Пiдстановковi зображення
узагальнених бiциклiчних напiвгруп

Твердження 2. Правими ω-класами за за-
мкненою iнверсною пiднапiвгрупою K = Hω,
H < AutTxk

, є множини (Hs)ω, s ∈ DK , де
DK = {s ∈ S | ss−1 ∈ K}, причому (Hs1)ω =
(Hs2)ω тодi i лише тодi, коли s2

∣∣
Txk

= γs1

∣∣
Txk

,
де γ ∈ AutTxk

.

Доведення. Оскiльки K = Hω, то для кожного
елемента l ∈ K

l
∣∣
Txk

= h ∈ AutTxk
. Тодi l

∣∣
Txk

s = hs,

s ∈ DK , отже, (ls)
∣∣
Txk

= (hs)
∣∣
Txk

i (hs) ω (ls).
Таким чином, (Ks)ω ⊂ (Hs)ω. Позаяк справе-
дливо, що (Hs)ω ⊂ (Ks)ω, то (Hs)ω = (Ks)ω.

Нехай (Hs1)ω = (Hs2)ω, тодi s2 ∈ (Hs1)ω,
тобто iснує такий елемент h ∈ Hs1, що h ω
s2. З цього випливає, що iснує автоморфiзм
γ ∈ AutTxk

такий, що (γs1)
∣∣
Txk

= s2

∣∣
Txk

, або

γs1

∣∣
Txk

= s2

∣∣
Txk

.

Нехай s1, s2 ∈ B(n) i нехай iснує такий γ ∈
AutTxk

, що s2

∣∣
Txk

= γs1

∣∣
Txk

. Тодi γs1 ∈ (Hs1).

Оскiльки (γs1)
∣∣
Txk

ω (γs1), то γs1 ∈ (Hs1)ω. З

рiвностi s2

∣∣
Txk

= γs1

∣∣
Txk

маємо, що (γs1) ω s2,
отже, s2 ∈ (Hs1)ω i (Hs2)ω ⊂ (Hs1)ω. З iншого
боку, s1

∣∣
Txk

= γ−1s2

∣∣
Txk

. Аналогiчно, (Hs1)ω ⊂
(Hs2)ω, тому (Hs1)ω = (Hs2)ω.

Теорема 2. Нехай K1 = H1ω, K2 = H2ω — за-
мкненi iнверснi пiднапiвгрупи узагальненої бi-
циклiчної напiвгрупи B(n), де Hi < AutTxki

,
i = 1, 2. Два зображення ϕK1 та ϕK2 напiв-
групи B(n) на множинi правих ω-класiв за за-
мкненими iнверсними пiднапiвгрупами K1 та
K2 еквiвалентнi тодi i лише тодi, коли H1

i H2 подiбнi, тобто коли iснують iзоморфi-
зми ψ : H1 → H2 та Θ: Txk1

→ Txk2
, такi,

що (Θ(v))ψ(h) = Θ(vh), для довiльних h ∈ H1,
v ∈ V Txk1

.

Доведення. Нехай ϕK1 та ϕK2 — еквiвалентнi
зображення. Тодi пiднапiвгрупи K1 i K2 спря-
женi, тобто iснує такий елемент b ∈ B(n), що
bb−1 ∈ K1, b−1b ∈ K2, b−1K1b ⊆ K2, bK2b

−1 ⊆
K1. Нехай Txki

— область визначення наймен-
шого iдемпотента ei напiвгрупи Ki. Надалi для
спрощення позначимо Ti := Txki

. Очевидно, що
Ki ⊆ Si = {σ ∈ B(n) |T σ

i = Ti}, i = 1, 2. Тому
dom(bb−1) ⊃ T1, dom(b−1b) ⊃ T2.

Нехай dom(b) = Γ1, а dom(b−1) = Γ2. Оче-
видно, що T b−1

2 ⊆ Γ1. Припустимо, що T b−1

2 6=
T1. Тодi iснує така вершина v ∈ T2, що b−1(v) ∈
Γ1 \ T1. Тодi b−1(v) /∈ T1, тому v /∈ dom(u), де
u = b−1e1b ∈ b−1K1b ⊆ K2, що неможливо. Звiд-
си маємо, що T b−1

2 = T1, а тому i T b
1 = T2.

Розглянемо елемент s = e1b ∈ B(n). То-
дi dom(s) = T1 i T s

1 = T2, K1 3 ss−1 = e1,
K2 3 s−1s = e2. Оскiльки напiвгрупи K1 i K2

спряженi, то отримаємо наступнi включення:

s−1K1s = b−1(e1K1e1)b ⊆ b−1K1b ⊆ K2

i, аналогiчно, sK2s
−1 ⊆ K1. З цих включень ви-

пливає, що

s−1(e1K1)s ⊆ s−1K1s ⊆ K2.

Розглянемо деякий елемент τ ∈ s−1(e1K1)s.
Для цього елемента, з одного боку, вiрно, що
dom(τ) ⊆ dom(s−1) = T2, а з iншого, що
T2 ⊆ dom(τ), бо τ ∈ K2. Отже, dom(τ) = T2

i e2K2 = {τ ∈ K2 | dom(τ) = T2}. Звiдси ви-
пливає, що s−1(e1K1)s ⊆ e2K2. Звузивши на T2,
отримаємо s−1H1s ⊆ H2, бо Ki

∣∣
Ti

= Hi, i = 1, 2.
Розглянувши включення s(e2K2)s−1 ⊆ K1, ана-
логiчним чином отримаємо sH2s

−1 ⊆ H1. Та-
ким чином, H2 = s−1H1s.

Побудуємо iзоморфiзм ψ : H1 → H2 насту-
пним чином ψ(h) = s−1hs, h ∈ H1, ψ(h) ∈ H2.
Елемент s ∈ B(n) задає взаємно однозначну
вiдповiднiсть Θ: T1 → T2, v 7→ vs (так що
xs

k1
= xk2), мiж множинами вершин дерев T1 i

T2. Для довiльних h ∈ H1, v ∈ V T1 справедливо

(Θ(v))ψ(h) = (Θ(v))s−1hs = vss−1hs = vhs = Θ(vh).

Отже, iзоморфiзми ψ i Θ узгодженi.
Нехай iснують iзоморфiзми ψ : H1 → H2 i

Θ: T1 → T2, такi, що (Θ(v))ψ(γ) = Θ(vγ), v ∈
V T1, γ ∈ H1.
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Розглянемо елемент α ∈ Θ−1K1Θ. Нехай
α = Θ−1hΘ, h ∈ K1. Тодi (T2)α = (T2)Θ

−1hΘ =
T2 . Тодi для v ∈ T2 маємо vα = vΘ−1hΘ =
vψ(h). Оскiльки ψ(h) ∈ K2, то α ∈ K2. Отже,
Θ−1K1Θ ⊆ K2. Цiлком аналогiчно доводиться,
що ΘK2Θ−1 ⊆ K1. Таким чином, напiвгрупи K1

i K2 спряженi, причому ΘΘ−1 = idT1 ∈ H1 ⊂
K1, Θ−1Θ = idT2 ∈ H2 ⊂ K2. Отже, зображен-
ня ϕK1 i ϕK2 еквiвалентнi.

Розглянемо тепер випадок, коли замкне-
на iнверсна пiднапiвгрупа K узагальненої бi-
циклiчної напiвгрупи B(n) = 〈a,AutT 〉 не мi-
стить найменшого iдемпотента. Можна вважа-
ти, що зсув a вiдбувається вздовж шляху P .
Розглянемо множину D = {t − s |σa−satτ ∈
K} . Покажемо, що ця множина є пiдгрупою
групи Z. Нехай σ1a

−s1at1τ1, σ2a
−s2at2τ2 ∈ K i

σ1a
−s1at1τ1 · σ2a

−s2at2τ2 = σa−satτ . Оскiльки
t1 − s1 + t2 − s2 = t − s, то множина D є за-
мкненою вiдносно додавання. З iнверсностi пiд-
напiвгрупи K випливає, що коли σa−satτ ∈ K,
то τ−1a−tasσ−1 ∈ K, тобто, якщо t − s ∈ D, то
й s − t ∈ D, таким чином, множина D замкне-
на вiдносно взяття оберненого. Отже, множина
D є пiдгрупою групи Z. Звiдси випливає, що
D = dZ для деякого d ∈ Z. У випадку, коли
D = dZ, будемо казати, що K є замкненою iн-
версною пiднапiвгрупою типу d.

Розглянемо випадок d = 0, тобто коли пiд-
напiвгрупа K зберiгає рiвень вершин шляху
P = {x0, x1, . . .}. Позначимо через Ki множи-
ну таких елементiв напiвгрупи K, область ви-
значення яких мiстить дерево Txi . Тодi Ki є за-
мкненою iнверсною пiднапiвгрупою напiвгрупи
B(n). Очевидно, що K0 ⊂ K1 ⊂ . . . ⊂ Ki ⊂ . . .
Отже, замкнена iнверсна пiднапiвгрупа K має
вигляд K =

⋃
i Ki.

З а у в а ж е н н я. Пiднапiвгрупа Ki iзоморфна(
AutT

(n) op Ei

)×Hi, де Hi < AutTxi . Оскiльки
ми розглядаємо випадок, коли пiднапiвгрупа K
зберiгає рiвень вершин, то кожна пiдгрупа Hi

лишає нерухомим частину шляху P , який почи-
нається у вершинi xi. Замкнену iнверсну пiдна-
пiвгрупу K можемо розглядати, як напiвгрупу,
яка iзоморфна lim−→

(
(AutT

(n) op Ei)×Hi

)
.

Такi елементи напiвгрупи ψ ∈ B(n), що
ψ

∣∣
P∩dom(ψ)

є тотожним, утворюють пiднапiв-

групу напiвгрупи B(n). Позначимо цю пiднапiв-
групу ΨP . Вона є замкненою iнверсною пiдна-
пiвгрупою напiвгрупи B(n). Покажемо, що з то-

го, що ψ ∈ ΨP , випливає, що ψ−1 ∈ ΨP . З визна-
чення напiвгрупи ΨP маємо, що ψ

∣∣
P∩dom(ψ)

=

idP∩dom(ψ). Оскiльки напiвгрупа B(n) є iнвер-
сною, то dom(ψ−1) = ran(ψ). Тому dom(ψ−1) ∩
P = ran(ψ) ∩ P = dom(ψ) ∩ P . Розглянемо рiв-
нiсть ψψ−1ψ = ψ. Обмежимо обидвi її частини
на P ∩ dom(ψ). Отримаємо:

ψψ−1ψ
∣∣
P∩dom(ψ)

= ψ
∣∣
P∩dom(ψ)

;

ψ
∣∣
P∩dom(ψ)

· ψ−1
∣∣
(P∩dom(ψ))ψ · ψ

∣∣
(P∩dom(ψ))ψψ−1

= ψ
∣∣
P∩dom(ψ)

.

Врахувавши, що ψ
∣∣
P∩dom(ψ)

= iddom(ψ),
ψψ−1 = iddom(ψ) та dom(ψ−1)∩P = dom(ψ)∩P ,
отримаємо ψ−1

∣∣
P∩dom(ψ−1)

= idP∩dom (ψ−1). От-
же, ΨP є iнверсною пiднапiвгрупою напiвгрупи
B(n), а також є замкненою. За сказаним вище,
кожна замкнена iнверсна пiднапiвгрупа типу 0
зi стрижнем P мiститься в ΨP .

Нехай EP — множина тих iдемпотентiв з
E(B(n)), що для e ∈ EP виконується: root(e) ∈
P . Ця напiвгрупа, очевидно, є iнверсною. Ви-
значимо пiднапiвгрупу ΦP = EP ω. Пiднапiв-
група ΦP є замкненою iнверсною пiднапiвгру-
пою напiвгрупи B(n). Кожна нетривiальна за-
мкнена iнверсна напiвгрупа зi стрижнем P мi-
стить ΦP . Справдi, за визначенням P , EP =
E(K) ⊂ E(K)ω ⊂ Kω = K.

Пiдсумовуючи, маємо таке твердження:

Твердження 3. Кожна нетривiальна замкне-
на iнверсна пiднапiвгрупа типу 0 зi стрижнем
P , яка не має найменшого iдемпотента, мi-
ститься в ΨP i мiстить ΦP .
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