
Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка  
Серія фізико-математичні науки  

2013, 2 Bulletin of Taras Shevchenko  
National University of Kyiv  

Series Physics & Mathematics 
 
УДК 517.954  

 
М. І. Конаровська1, аспірант  
 
Загальна параболічна крайова задача без 
початкових даних для сингулярних 
рівнянь  

 
Установлено коректність загальної крайової 

задачі без початкових даних для сингулярних 
параболічних рівнянь. 

Ключові слова: крайова задача без початко-
вих даних, оператори дробового інтегрування 
та диференціювання, функції типу ядер 
Пуассона. 
 

1 Чернівецький національний університет імені 
Юрія Федьковича, 58012, м. Чернівці, вул. 
Коцюбинського, 2, 
 е-mail: mmi_marina@mail.ru 

M. I. Konarovska1, post-graduate student  
 
General  parabolic  boundary problem 
without initial date for singular equations 

 
 
Correctness of general boundary problem 

without initial date for singular parabolic equations 
is obtained. 

Key words: boundary problem without initial 
date, operators of fractional integration and differ-
entiation, the functions of Poisson type. 

 
1 Yuriy Fedkovych Chernivtsi National University, 
58012, Chernivtsi, Kotsubinsky str., 2,  
е-mail: mmi_marina@mail.ru 

 

Статтю представив докт. фіз.-мат. н., проф., акад. НАНУ Перестюк М.О. 
 
 У даній статті розглядається загальна крайова 
задача без початкових даних для сингулярних 
параболічних систем. Для цієї задачі одержано 
зображення розв'язку та встановлено умови 
існування. При побудові розв'язку вивчається дія 
оператора дробового диференціювання, встанов-
люється зв'язок між операторами дробового 
інтегрування та диференціювання, вводяться 
класи функцій, на яких визначені дані оператори. 
Слід зауважити, що для рівняння теплопровідно-
сті такі задачі розглянуті у праці А.М. Тихонова 
[5], для параболічних систем − у праці  С.Д. Ей-
дельмана [2], для нелінійних параболічних рів-
нянь − у праці В.П. Лавренчука, М.І. Матійчука 
[6]. При побудові розв'язку використовується 
алгоритм, описаний у праці [1]. 

Постановка задачі, означення та допоміжні 
твердження 

 У шарі ( ; ) nT E 
    , (0, )nE     

2 (0, )nE     розглядається задача про знахо-
дження розв'язку ( , )u t x  системи B -параболічних 
рівнянь 

 
| | 2 2

( , ) ( , ),k j
kj x xn

k j b

u A t x D B u F t x
t  


 

  

       (1) 

який задовольняє  умови  

 0
( , ) 0,|xn

n

u t x
x 





                    (2) 

        01
| | 2

( , ) ( , ) ( , ),|i k j
kj x x ixn

k j ri

b t x D B u t x g t x
 

  

      (3) 

де 1( , )x x x , 2( , , )nx x x   , 1 1, , nx x x   ,  
22 / /2 1

x nn
n

nxB x
x
 

     , 1/ 2   , − опера-

тор Бесселя, 
1

1
| |

n

l
l

k k




 , 1,i bN . 

 Означення 1. Система (1) називається B -пара-
болічною, якщо характеристичне рівняння 

2
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A t x i E  
 

     
  
 

  

має всі корені ( , , )t x   ,  в яких 
2| | bRe    , 0  , , nx E  , ( ; )t T  . 

 Означення 2. Простором ( , ) ( )m s
pC 

  назива-
тимемо клас функції ( , )t x , які неперервні за 

сукупністю змінних, мають в шарі  
  похідні 

за t  до порядку m  і s  похідних за x , які 
спадають степеневим чином при t   та 
задовольняють нерівності 
| ( , ) | (1 | |) , | | 2 , ,r k j p

t x rkjxn
D D B t x C t k j s r m       

сталі , 0rkjC p   не залежать від t  та x . 

Через ( , ) ( )m s
pC  

 , 0 1  , позначатимемо 

клас функцій із ( , ) ( )m s
pC 

 , у яких похідні 
порядку s  гельдерові за x  з показником   та 
задовольняють нерівність 

| ( , ) | | | (1 | |) ,k j p
x x kj xxn
D B t x C t      
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| | 2k j s  . Якщо 0m   i 0s  , то в позначені 
класів верхні індекси опускатимемо і позначати-
мемо ( )pC 

 , ( ) ( )pC  
 . Якщо 0p  , то класи 

( , )
0 ( )m sC 

  і ( , )
0 ( )m sC  

  збігаються відповід-
но з класами ( , )

, ( )m s
t xC 

   i ( , )
, ( )m s

t xC  
  , причо-

му норми в цим класах еквівалентні. 
 Нехай 1( ; ) nT E 

     , 1 2 (0, )n nEE 

    . 

 Означення 3. Через ( ) ( )m



A , позначати-

мемо клас функцій ( , )f t x , які визначені в 
області 
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 Означення 4 [1,c.72]. Через ( ) ( , )mC
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 Далі введемо оператори дробового 
інтегрування та диференціювання 
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Інтегруючи частинами по змінній   рівність (5), 

оператор ( )
xD 
  можна зобразити у вигляді 
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Оператор ( ) ( )( , )xJ f t x
   визначений на гельдеро-

вих функціях, які спадають при t  , тобто 
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  , де    ,   − показник Гельдера. 
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Застосовуючи оператор ( )D  до (1 ) ( )( ( ))x xJ J f 
   

та використовуючи те, що 
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 Надалі використовуватимемо позначення 
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Оцінимо кожен доданок. В інтегралі 1I  
скористаємось властивістю 6.2 0G  з [1, c.71]. 
Тоді 1I  перепишеться у вигляді 
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Аналогічна оцінка виконується і для (2)
1I . Для 

оцінки 2I  розпишемо різницю 
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Оцінимо (1)
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 При оцінці інтеграла (2)
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 З оцінок інтегралів 1I  та 2I  випливає 
твердження теореми. 
Побудова розв'язку загальної крайової задачі 

без початкових даних 
 Розв'язок задачі (1) − (3) відшукуємо у вигляді 

1 2( , ) ( , ) ( , ),u t x u t x u t x   де 1( , )u t x  − розв'язок 
задачі ( , , ) ( , )L t x D u F t x , 0( , ) | 0/ n xnu t x x   , 

( , , )L t x D  − оператор системи (1), а 2 ( , )u t x  − 
розв'язок крайової задачі ( , , ) 0L t x D u  ,  

0|/ 0n xnu x   ,
01

( , , ) ( , ) ( , )i lx
B t x D u t x g t x


    

1 01
( , , ) ( , ) ( , )i lxB t x D u t x g t x


   , iB  − крайовий 

оператор з (3), 1,i bN . 
 Розв'язок 1( , )u t x  зображається у вигляді 
згортки фундаментальної матриці розв'язків 

( , , , )Z t x   системи (1) та неоднорідності ( , )F t x . 
Якщо для ( , , , )Z t x   справджується умова 1  
[2], то 1u  існує при ( )

1 ( )F C 



   . Для 

знаходження 2 ( , )u t x  скористаємось алгоритмом, 
описаним в роботі [1, c.82-94]. Розглянемо 
відповідну модельну задачу 
  2( , , ) ( , ) 0,L D u t x                   (7) 
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де ( , , )L D   − оператор системи (1), 
(0) ( , , )iB D    − крайовий оператор. Оператори L  

i (0)
iB  містять лише групу старших, коефіцієнти 

“заморожені” в точці ( , )  . 
Далі розглянемо функції типу ядер Пуассона 
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відповідає оператору ( )D , (0;1)m  , 1,m bN . 
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де Z  − фундаментальна матриця розв'язків, яку 
можна побудувати, якщо продовжити коефіцієн-
ти системи в півпростір 1 0x  , наприклад, 
парним чином зі збереженням гладкості. 
Оскільки ( )m

m
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Використовуючи умову Гельдера коефіцієнтів 
kjA , | | 2 2k j b  , та оцінки похідних функцій 

типу ядер Пуассона (9), дістанемо оцінку  
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0    . На основі леми 3.1 [1, c.36] 
визначається порядок особливості mW , який на 
  менший від порядку особливості ( )m

m
G . В ре-

зультаті застосування оператора ( , , )L t x D  до 
( , , , )mW t x    одержимо щільність ( )( , ) m

x mL t D G  . 
 Розв'язок крайової задачі відшукуємо у 
вигляді поверхневого потенціалу 
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Фредгольма першого роду 

)(

1
1

( , ) ( , , , )
tbN

l
l lmx

m En

J t x d E t x    
 



       

   0( , ) ( , ),m n ld g t x                 (12) 
( , , , )lmE t x     

( )(0) ( , , ) ( , ; , )m
i mB t x D t x         G  

( ) ( , ; , )m
m t x t x       G  

( )(1) ( , , ) ( , ; , ) ( , , , ).m
i m mB t x D t x W t x            G  

де (1) ( , , )iB t x D  − крайовий оператор, який 
містить групу молодших. Зауважимо, що перший 
доданок в (12) має сенс при 2

12

( )l b rl
b

C 


 
  


  . 
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 Далі застосуємо до (12) оператор дробового 
диференціювання, враховуючи сформульоване 
вище твердження. В результаті будемо мати 

( )( , ) ( , )l
l lxt x D g t x     

( ) 0

1
1

( , , , ) ( , )
tbN

l
lm m nx

m En

d D E t x d        
 



      .(13) 

Якщо (2 )( ) ( )b ri i
kjb C   

  , то на основі оцінок 

функцій типу ядер Пуассона ( )m
m
G  маємо, що 

(2 )
1 ( , )b rl

lm n rl
E C 

 
   

         . Покажемо, що при 

дії оператора ( )m
xD 
  гладкість зменшується на 

2b m , а особливість збільшується на 2b m , тобто 
( ) ( )

1 2 ( , ).m
lmx n bD E C  


  

          

Враховуючи зображення ( )m
xD 
  з (6), продифере-

нціюємо ( )m
lmxD E

  та розіб’ємо на інтеграли 

  ( )
' 1( )) (1

k j m
x lmxxn m

m

m

dD B D E
t
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1
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x xn

En
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1
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m
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t d dy H H
t




  




 



     

Перепишемо 1H , користуючись властивістю 6.2 

0 ( , , )G t x y   з [1, c.71] 

1 1((1 ) ) m
m

m

dH
t






  




 


  

0
0

1

( , , ) ( , , , ) 'k j
x lm nxn

En

D B G t x y E y y dy   



       

' ( , , , )( )
(1 )
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x
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m
lmxm n

D B Et xC t
  








 


 

Оскільки функції типу ядер Пуассона 
( ) ( , ) 0m
m t x     G  при t  , то із зображення 

lmE  легко бачити, що ( , , , ) 0lmE t x     при t  , 
тому перший доданок з 1H  дорівнює нулеві. 
Оцінимо другий доданок з 1H , враховуючи 
оцінку 1) означення 4. В результаті дістанемо 

 
2 | | 2

( , , , )2
1| | ( ) .

b k jm
c t xnb

kj xn
H C t T e

 
   

  
    

Аналогічні оцінки одержуються для 2H . Для 
цього слід провести такі ж міркування, як і при 
доведенні теореми 6.2 з [1, c.73] про дію 
оператора дробового диференціювання.  

 Тоді інтеграл з (13) існуватиме при 

12

( )m
b

C


 



  , 1 0  . 

 Позначимо ( )( , , , ) ( , , , ).l
lm lmxK t x D E t x         

Розв’язок (13) шукаємо методом послідовних 
наближень. Для ядра lmK  правильна оцінка 

 
1 2
2| ( , , , ) | ( )

n b
cnb

lm xn
K t x C t T e


   

  
     . 

Наступні ядра визначаються у вигляді 
( )

1
1

( , , , ) ( , , , )
t bN

p
lm ls

sEn

K t x d K t x y


   




       

( 1) 0( , , , ) ,p
sm nK y y dy       

, , 1,l s m bN , p , (1) ( )p
lm lmK K . 

Ядра ( ) ( , , , )p
lmK t x    до індексу 

 ( 1 2 ) /p n b     задовольняють оцінку 
( ) 1 1| ( , , , ) | ( )p p p
lmK t x C C        

 
1 2

( ( 1) ) ( , , , )2( ) ,
n b p

c p t xnb
xn

t T e


    
  

       

а всі наступні ядра ( )p
lmK  задовольняють оцінку 

( )0 2
0| ( , , , ) | ( )

s
p s s s b

lm pK t x C A t
 

  


     

 ( , , , )0 ; 1
2 2

c t xpn
xn

T e B
b b

          
 

 

  ; 1 ; 1 ,
2 2 2 2

sB B
b b b b
               

   
   (14) 

де 0 1p p  , 1 10 0
0 ( )p p

pA C C   , 0  , 

00 ( 1)pc c p    . 
 Розв'язок системи інтегральних рівнянь (13)  
визначається за допомогою резольвенти 

( , , , ) ( , , , )lm lmR t x K t x         

( ) 0

1 1
1

( , , , ) ( , , , ) .
tbN

j
ls sm n

j s En

d K t x y K y y dy



    


  


       

Для того, щоб отримати оцінку резольвенти, 
позначимо праву частину з (14) через S  та 
використаємо зв'язок між бетта- та гамма-функ-
ціями. В результаті отримаємо ряд 

   
 

0 2
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/ 2
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/ 2 1

s s
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xn
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b
S T e A t
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0pA CA . Для встановлення асимптотики отри-
маного ряду використаємо з [3, c.323] поведінку 
функції Міттаг-Лефлера 

1/
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1( ) ~
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k
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zE z e
k


  






  . 

61



Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка  
Серія фізико-математичні науки  

2013, 2 Bulletin of Taras Shevchenko  
National University of Kyiv  

Series Physics & Mathematics 
 

Тоді    2 //2( ) ( /2 )
0

bbA t bcpn
xn

S T e e
   

   

  ( )0 1cp c tn
xn

T e Ce    

і для ( , , , )lmR t x    правильною є оцінка 
1 2
2| ( , , , ) | ( )

n b
b

lmR t x C t


  
  


      

   ( , , , )( )( ) 01 .c t xpc t n
xn

e T e                    (15) 

Розв'язок системи (13) визначається формулою 
( )( , ) ( , )m

m mxt x D g t x     

( ) 0

1
1

( , , , ) ( , ) .
tbN

m
ms s n

s En

d R t x D g d 
      

 


      (16) 

Якщо (2 ) ( )b rs
sg 


  

 A , то згідно з теоремою 
про дію оператора дробового диференціювання 

( ) ( ) ( )s
sxD g  


 

  A . Оцінимо ( , )m t x   з (16). 
Для цього позначимо другий доданок в (16) через 

( , )R t x  та оцінимо, враховуючи оцінку резоль-
венти. В результаті дістанемо 

1 2
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1
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n btbN
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Проводячи заміну змінної t h  , 0 h   , 
будемо мати 

2
( ( ))2 1

1 0

| ( , ) | .
bbN

c ht tb

s
R t x e h e dh Ce


  

    



     

Перший доданок з (16) задовольняє аналогічну 
оцінку,тому для ( , )m t x   маємо | ( , ) | .t

m t x Ce    
З останньої оцінки випливає, що всі обмеження 
по t  на функції ( , )m t x  , які вимагалися при 
побудові розв'язку крайової задачі без 
початкових даних, будуть виконуватися. 
Підставляючи знайдені функції ( , )m t x   у 
формулу для знаходження 2 ( , )u t x  і проводячи 
заміну порядку інтегрування, отримаємо, що 

2
1

1

( , ) ( , , , )
tbN

m
m En

u t x d E t x  
 



      

( ) 0( , ) ,m
m nD g d 

        
де          
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m mE t x t x      E  
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m
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m En
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     E . 

 Теорема.  Припустимо, що для задачі (1) − (3) 
виконуються умови: система рівнянь (1) B -
параболічна в 

 , фундаментальна матриця 
розв'язків ( , , )Z t x   задовольняє умову 1 , 
виконується умова Лопатинського для 
відповідної модельної задачі, коефіцієнти систе-
ми ( )

, ( )kj t xA C  
   та крайового оператора 

(2 )( ) ( )b ri l
kjb C   

  , функція ( )
1 ( )F C 



   , 

крайові функції 
2 ,2

2 ( )
b rl b rlb

lg






      
 A . 

 Тоді існує єдиний розв'язок задачі (1) − (3), 
який належить класу (2 ,1)

, ( )b
x tC 


  і 

справджується нерівність 

2 1 2
1

| | | | | | ,
bN

b l b rl
l

u C F g
     



 
  

 
  

де ( )
1|· |  − норма в ( )

1C 


 , 2|· | b rl   − норма в  ( , )m s
A . 
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