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1 Вступ

Нiльпотентнi пiднапiвгрупи — один з при-
родних об’єктiв, який вивчається при дослiдже-
ння будь-якої напiвгрупи. Однiєю з причин є
те, що серед скiнченних напiвгруп є величезна
кiлькiсть нiльпотентних. У статтi дано опис ма-
ксимальних пiднапiвгруп напiвгрупи часткових
автоморфiзмiв скiнченного кореневого регуляр-
ного дерева. Також знайдено кiлькостi та по-
тужностi таких пiднапiвгруп, варто зауважити,
що тут з’являються вiдомi комбiнаторнi об’є-
кти, такi, як числа Стiрлiнга другого роду, мно-
гочлени Белла тощо.

2 Вiнцевий добуток напiвгруп

Нехай T — кореневе k-рiвневе n-регулярне
дерево.

Нехай PAutT — це напiвгрупа часткових
автоморфiзмiв дерева T , якi визначенi на зв’я-
зному пiдграфi, який мiстить кореневу вершину
дерева T , i якi зберiгають рiвнi вершин. Напiв-
група PAutT є iнверсною напiвгрупою.

Для напiвгрупи S визначимо множину SPX

наступним чином

SPX = {f : dom(f) ⊆ X → S}.
Для вiдображень f, g ∈ SPX задамо добу-

ток fg за правилом:

(fg)(x) = f(x)g(x),

x ∈ dom(fg) = dom(f) ∩ dom(g).

Якщо a ∈ IS(X), f ∈ SPX , то визначимо
fa як

(fa)(x) = f(xa)

x ∈ dom(fa) = dom(a) ∩ {x : xa ∈ dom(f)}

Частковим вiнцевим добутком напiвгрупи
S з напiвгрупою (P, X) часткових перетворень
множини X називається множина

{(f, a) ∈ SPX × (P,X) | dom(f) = dom(a)}

разом з операцiєю множення (f, a) · (g, b) =
(fga, ab).

Частковий вiнцевий добуток напiвгруп є на-
пiвгрупою. Бiльше того, частковий вiнцевий до-
буток iнверсних напiвгруп є iнверсною напiв-
групою.

Теорема 1. [2] Нехай T — кореневе n-
регулярне k-рiвневе дерево. Тодi

PAutT ' ISn op . . . op ISn︸ ︷︷ ︸
k

= okp ISn.
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3 Нiльпотентнi пiднапiвгрупи в ISn

У цьому пiдроздiлi зберемо результати, що
стосуються нiльпотентних пiднапiвгруп симе-
тричної iнверсної напiвгрупи ISn, одержанi в
[1], якi потiм будуть корисними для опису нiль-
потентних пiднапiвгруп вiнцевих добуткiв си-
метричних iнверсних напiвгруп.

Нехай S — напiвгрупа з нулем 0. Елемент
a ∈ S називається нiльпотентним, якщо для
деякого k ∈ N виконується ak = 0

Напiвгрупа S називається нiльпотентною,
якщо для деякого k ∈ N a1 ·a2 ·. . .·ak = 0 для до-
вiльних a1, a2, . . . , ak ∈ S. Зауважимо, що скiн-
ченна напiвгрупа є нiльпотентною тодi i лише
тодi, коли кожний її елемент є нiльпотентним.

Розрiзняють два типи нiльпотентних пiдна-
пiвгруп. До першого типу вiдносяться тi нiль-
потентнi пiднапiвгрупи, якi мiстять нуль 0 на-
пiвгрупи S. У цьому випадку для нiльпотентної
пiднапiвгрупи T ⊂ S маємо T k = {0} для деяко-
го k > 0.

До другого — тi пiднапiвгрупи, якi самi
є нiльпотентними, але їхнiй нульовий елемент
вiдрiзняється вiд напiвгрупового нуля. У цьому
разi для нiльпотентної пiднапiвгрупи T ⊂ S ма-
тимемо, що T k = {e} для деякого iдемпотента
e 6= id i деякого k > 1. Такi напiвгрупи назива-
тимемо власними нiльпотентними пiднапiвгру-
пами.

Нiльпотентна пiднапiвгрупа T ⊂ S назива-
ється максимальною нiльпотентною пiднапiв-
групою, якщо вона не мiститься в жоднiй iншiй
нiльпотентнiй пiднапiвгрупi T ′ ⊂ S, T 6= T ′.

Для напiвгрупи ISn iснує бiєктивна вiд-
повiднiсть мiж максимальними нiльпотентни-
ми пiднапiвгрупами та розбиттями множини
{1, 2, . . . , n} в диз’юнктне об’єднання впорядко-
ваних блокiв.

Якщо e — iдемпотент, який є нульовим еле-
ментом пiднапiвгрупи T ⊂ ISn, а доповнен-
ня до областi визначення має складається з
елементiв dom(e) = {a1, a2, . . . ak}, тодi кожнiй
максимальнiй нiльпотентнiй пiднапiвгрупi зi-
ставляється пiдстановка b1, b2, . . . , bk елементiв
a1, a2, . . . , ak, яка має вигляд:

T =
{

σ ∈ ISn |dom(e) ⊆ dom(σ);

σ(x) = x для всiх x ∈ dom(e);

з σ(bi) = bj випливає i < j ∀ bi /∈ dom(e)
}

.

3.1 Нiльпотентнi пiднапiвгрупи час-
ткового вiнцевого добутку симе-
тричних iнверсних напiвгруп

Розглянемо максимальнi нiльпотентнi пiднапiв-
групи (тi, якi мiстять напiвгруповий нуль) у
бiльш загальному випадку.

Нехай P — iнверсна напiвгрупа.

Лема 1. Елемент (f, a) ∈ P op ISn буде нiль-
потентним тодi i лише тодi, коли a ∈ ISn є
нiльпотентним.

Доведення. Нехай (f, a) ∈ okp ISn — нiльпо-
тентний елемент степеня m, тобто (f, a)m =
(f̃ , am) = (000,000). Звiдси випливає, що a — нiль-
потентний елемент напiвгрупи ISn.

Нехай тепер a — нiльпотентний елемент на-
пiвгрупи ISn степеня m. Тодi dom(am) = ∅,
a оскiльки dom(f) = dom(a), то для елемента
(f, a)m = (f̃ , am) область значення dom(f̃) = ∅.
Тому (f, a)m = (000,000).

Опис нiльпотентних елементiв напiвгрупи
ISn мiститься в [1].

Теорема 2. Нехай S — максимальна нiль-
потентна пiднапiвгрупа напiвгрупи ISn. То-
дi напiвгрупа P op S буде максимальною нiльпо-
тентною пiднапiвгрупою напiвгрупи P op ISn.
Бiльше того, кожна максимальна нiльпотен-
тна пiднапiвгрупа напiвгрупи P op ISn має та-
кий вигляд.

Доведення. Безпосередньо перевiряється, що
(ok−1

p ISn) op S є напiвгрупою. За лемою 1 ко-
жний елемент цiєї напiвгрупи є нiльпотентним,
а оскiльки напiвгрупа скiнченна, то вона є нiль-
потентною. З максимальностi S випливає ма-
ксимальнiсть напiвгрупи (ok−1

p ISn) op S.
Нехай M — максимальна нiльпотентна пiд-

напiвгрупа напiвгрупи okp ISn. Визначимо S =
{a ∈ ISn | (f, a) ∈ M}. Тодi M ⊂(ok−1

p ISn

) op S. З iншого боку, S є нiльпо-
тентною пiднапiвгрупою напiвгрупи ISn. То-
дi з максимальностi M випливає, що M =(ok−1

p ISn

) op S. Припустимо, що S ⊂ ISn не є
максимальною нiльпотентною пiднапiвгрупою.
Але тодi для будь-якої нiльпотентнoї напiвгру-
пи S1 ⊃ S вiрно, що M ⊂ (ok−1

p ISn

) op S1, що
суперечить умовi максимальностi M .
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Наслiдок 1. Максимальними нiльпотентни-
ми пiднапiвгрупами напiвгрупи okp ISn є напiв-
групи вигляду (ok−1

p ISn) op S, де S — макси-
мальна нiльпотентна пiднапiвгрупа напiвгру-
пи ISn.

Розглянемо тепер максимальнi власнi нiль-
потентнi пiднапiвгрупи.

Нехай M — це власна нiльпотентна пiд-
напiвгрупа напiвгрупи PAutT з нулем e ∈
E(PAutT ). Позначимо через Tx максимальне
пiддерево дерева T , таке, що його коренем є
вершина x ∈ V T , а жодне з ребер дерева Tx

не належить dom(e).
Наступне твердження мiстить повний опис

максимальних власних пiднапiвгруп напiвгру-
пи PAutTx.

Теорема 3. Нехай T — k-рiвневе n-регулярне
кореневе дерево. Максимальна власна нiльпо-
тентна пiднапiвгрупа напiвгрупи PAutT з ну-
лем e ∈ E(PAutT ) (канонiчно) iзоморфна на-
пiвгрупi ∏

x∈dom(e)

Mx,

де Mx позначає максимальну нiльпотентну
пiднапiвгрупу напiвгрупи PAutTx.

Доведення. Нехай M — максимальна власна
нiльпотентна пiднапiвгрупа напiвгрупи PAutT
з нулем e ∈ E(PAutT ) i нехай її степiнь нiль-
потентностi дорiвнює k. Розглянемо вiдображе-
ння ϕ : M → ∏

x∈dom(e) PAutTx, задане як
a 7→ (a|Tx , x ∈ dom(e)). Оскiльки будь-який
частковий автоморфiзм a ∈ M дiє тотожно на
dom(e), то для кожного x ∈ dom(e) a(Tx) ⊂ Tx,
а тому з задання ϕ маємо, що це вiдображення
є гомоморфiзмом.

Вiдображення ϕ також є мономорфiзмом,
бо для довiльної вершини v ∈ dom(e) викону-
ється a(v) = a|dom(e) = b|dom(e) = v. Якщо ж
v /∈ dom(e), то знайдеться така вершина x ∈
dom(e), що v ∈ Tx, з умови ϕ(a) = ϕ(b) випли-
ває, що для кожної вершини v ∈ Tx a|Tx(v) =
b|Tx(v). Отже, з рiвностi ϕ(a) = ϕ(b) випливає
рiвнiсть a = b.

Позначимо Mx = {a|Tx | a ∈M}. Якщо ak =
e, то ak|Tx = e|Tx = id{x}, а id{x} є нулем в
PAutTx. Отже, Mx — нiльпотентна пiднапiвгру-
па PAutTx для всiх x ∈ dom(e).

Покажемо, що Mx є максимальною нiльпо-
тентною пiднапiвгрупою для кожної вершини

x ∈ dom(e). Припустимо, що це не так. Не-
хай iснує така вершина y ∈ dom(e), що My не
є максимальною нiльпотентною пiднапiвгрупою
в PAutTy. Нехай M ′ ∈ PAutTy — така нiльпо-
тентна пiднапiвгрупа степеня m напiвгрупи, що
My ⊂ M ′. Розглянемо напiвгрупу

M′ =
{
a ∈ PAutT | a|dom(e) = iddom(e),

∀x ∈ dom(e), x 6= y, ∃ b ∈M : a|Tx = b|Tx ,

a|Ty ∈ M ′}.

Зрозумiло, що M⊂M′. Покажемо, що M′

є власною нiльпотентною пiднапiвгрупою з ну-
лем e. Вiзьмемо деякий частковий автоморфiзм
a ∈ M′. Тодi для всiх x ∈ dom(e), крiм x = y,
маємо (a|Tx)n = (b|Tx)n = id{x}, що є нулем в
PAutTx, a|dom(e) = e, а для вершини y маємо
(a|Ty)m = id{y}, що є нулем в PAutTy. Таким
чином am∨k = e вM′. Отже,M′ є власною нiль-
потентною пiднапiвгрупою в PAutT з нулем e,
яка мiстить напiвгрупу M, що суперечить ма-
ксимальностi M.

Доведемо насамкiнець, що ϕ(M) =∏
x∈dom(e) Mx. Розглянемо напiвгрупу

M′′ =
{
a ∈ PAutT | a|dom(e) = e,

∀x ∈ dom(e) ∃ b ∈M : a|Tx = b|Tx

}
.

Очевидно, що ϕ(M′′) =
∏

x∈dom(e) Mx. З ви-
значення M′′ випливає, що для кожного a ∈
M′′ ak = e, тобтоM′′ є власною нiльпотентною
пiднапiвгрупою з нулем e, а також, що M′′ ⊃
M. В силу максимальностiM матимемоM′′ =
M. Таким чином, M∼= ∏

x∈dom(e) Mx.

Твердження 1. Нехай P — iнверсна напiвгру-
па. Кiлькiсть елементiв максимальної нiльпо-
тентної пiднапiвгрупи P op ISn дорiвнює

n∑

k=1

S(n, k) |P |n−k = |P |n Bn

(
1
|P |

)
,

де Bn(x) — це n-й многочлен Белла.

Доведення. За теоремою 2 максимальна нiльпо-
тентна пiднапiвгрупа напiвгрупи P op ISn має
вигляд P op S, де S — максимальна нiльпотен-
тна пiднапiвгрупа ISn. Кiлькiсть елементiв де-
фекту k в ISn дорiвнює S(n, k), числу Стiрлiн-
га другого роду (див. [1, Наслiдок 3]).

Кiлькiсть пар вигляду (f, a) для фiксова-
ного елементу a дефекту k дорiвнює кiлькостi
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вiдображень з dom(a) в P , їх буде |P |n−k. Су-
муючи по всiх k, одержимо

n∑

k=1

S(n, k) |P |n−k =

= |P |n
n∑

k=1

S(n, k) |P |−k = |P |n Bn

(
1
|P |

)
.

Позначимо через F k(x) = F (F . . . (F (︸ ︷︷ ︸
k

x)) . . .).

Наслiдок 2. Потужнiсть максимальної нiль-
потентної пiднапiвгрупи okp ISn дорiвнює

∣∣∣ok−1
p ISn

∣∣∣
n

Bn

(
1∣∣ok−1

p ISn

∣∣

)
.

Доведення. В [2] показано, що | okp ISn| = F k(1),
де F (x) =

∑n
i=1

(
n
i

)2
i!xi. Враховуючи це та

твердження 1, отримуємо твердження.

Твердження 2. Нехай T — k-рiвневе n-
регулярне кореневе дерево. Кiлькiсть вла-
сних максимальних нiльпотентних пiднапiв-
груп напiвгрупи PAutT з нулем e ∈ E(PAutT )
дорiвнює ∏

x∈dom(e)

(kx)!,

де kx — кiлькiсть вершин першого рiвня дере-
ва Tx.

Позначимо l(x) — рiвень дерева T , якому
належить вершина x, а h(x) = k− l(x)+1. По-
тужнiсть кожної максимальної власної пiд-
напiвгрупи дорiвнює

∏

x∈dom(e)

∣∣∣oh(x)
p ISn

∣∣∣
kx

Bkx


 1∣∣∣oh(x)

p ISn

∣∣∣




Доведення. З теореми 3 випливає, що кiль-
кiсть максимальних власних нiльпотентних пiд-
напiвгруп визначається рiзними максимальни-
ми пiднапiвгрупами Mx напiвгрупи PAutTx,

x ∈ dom(e). Нехай kx — кiлькiсть вершин пер-
шого рiвня дерева Tx, тодi PAutTx

∼= P op ISkx ,
де P — iнверсна напiвгрупа. За теоремою 2
максимальна власна нiльпотентна пiднапiвгру-
па напiвгрупи PAutTx має вигляд P op Sx, де
Sx — максимальна нiльпотентна пiднапiвгру-
па напiвгрупи ISkx , тому кiлькiсть максималь-
них нiльпотентних пiднапiвгруп Mx збiгається
з кiлькiстю максимальних нiльпотентних пiд-
напiвгруп напiвгрупи ISkx , яка дорiвнює kx!
(див. [1, Наслiдок 4]).

Оскiльки кореневi дерева Tx не перетина-
ються, то пiднапiвгрупи Mx обираються неза-
лежно, тому шукана кiлькiсть власних макси-
мальних нiльпотентних пiднапiвгруп напiвгру-
пи PAutT з нулем e ∈ E(PAutT ) дорiвнює

∏

x∈dom(e)

(kx)!,

де kx — кiлькiсть вершин першого рiвня дере-
ва Tx.

Друга частина твердження випливає з тео-
реми 3 та наслiдку 2.
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