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Температурне поле у просторі за 
теплового потоку у круглому отворі 
теплонепроникного екрану 
 

Розв’язана стаціонарна задача теплопровід-
ності про потік тепла крізь круглий отвір у те-
плонепроникному екрані за неперервного розпо-
ділу радіальної складової вектора теплового по-
току на краю отвору. 
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У праці [1] побудований фундаментальний роз-

в’язок рівняння стаціонарної теплопровідності з 
плоскою пеленою теплових диполів і показано, 
що тоді температурне поле і складова вектора 
теплового потоку у площині розміщення диполів 
мають стрибок при переході цієї площини по 
нормалі. Тому за означенням [2] ця площина є 
матеріальною поверхнею розриву параметрів по-
ля нульового порядку – внутрішнім тепловим ви-
хором (internal thermal vortex). 

Нижче ця модель застосована до визначення 
температурного поля у просторі за теплового по-
току в круглому отворі теплонепроникного екра-
ну. Така задача теплопровідності має повну ана-
логію із задачею гідромеханіки про течію ідеаль-
ної нестисливої рідини через круглий отвір в не-
рухомому екрані, де роль температури відіграє 
потенціал швидкостей. 

1. Простір віднесемо до циліндричної системи 
координат , ,R R   , де R  – радіус отвору, і бу-
демо вважати, що у площині 0   розподілені 
теплові диполі за законом 

  0 0
0

( , ) 2 ( , )D p T H p J d


       (1) 

з твірною функцією ( , )H p , яка залежить від 
параметра 0p  . Тоді осесиметричне темпера-
турне поле ( , )T    у просторі визначається рів-
нянням стаціонарної теплопровідності з пеленою 
теплових диполів 

 1 2T T
         

0 0
0

( ) ( , ) ( )T H p J d
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        

і є таким: 

0 0
0

( , ) sign ( , ) ( )T T H p e J d


         .  (2) 

Якщо ввести безрозмірний вектор теплового 
потоку 0( )q Rq T    , то його компоненти у на-
прямку осей   і   
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( , ) sign ( , ) ( )q H p e J d


 
         , 

 2
0

0

( , ) ( , ) ( )q H p e J d


 
         (3) 

забезпечують виконання рівняння балансу тепло-
вого потоку div 0q   і створюють зосереджену 
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у площині 0   теплову вихорову пелену, ос-
кільки  

 rot q q q  
   

      

 2
1

0

2 ( ) ( , ) ( )H p J d


        

завжди не рівний нулеві. Отже, за існування у 
площині 0   вихорової складової вектора те-
плового потоку q  закон теплопровідності Фур’є 

gradq T 
  не має місця, тому що його нор-

мальна складова ( , )q 
    (3) ним не визнача-

ється. 
2. Якщо у площині 0   в області 1      

існує теплонепроникний екран, то слід знайти 
розподіл теплових диполів (1), які забезпечують 
в крузі 0 1    довільний тепловий потік 

( , 0)q 
   , а зовні цієї області ( , 0) 0q 

    . 
Тобто маємо такі крайові умови: 

2 2( , 0) (1 ) ( )pq f
       , 0 1  , 

 ( , 0) 0q 
    ,  1     , (4) 

причому при 0p   умови (4) є узгодженими на 
краю отвору 1  . 

Оскільки розподіл диполів (1) визначається 
твірною функцією ( , )H p , то відповідно до по-
дання (3) і крайових умов (4) одержимо для її ви-
значення інтегральні рівняння 

 2
0

0

( , ) ( )H p J d


      

 2 2(1 ) ( ), 0 1p f       , (5) 
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0

0

( , ) ( ) 0, 1H p J d


         . (6) 

Твірну функцію ( , )H p  подамо узагальне-
ним рядом Неймана [3]  
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і підставимо його в інтегральні рівняння (5) і (6) 
та обчислимо розривні інтеграли Вебера – Шаф-
гейтліна [4]. В результаті переконаємось, що за 
вибору твірної функції ( , )H p  у вигляді ряду (7) 
інтегральне рівняння (6) виконується за довільних 
коефіцієнтів na , а рівняння (5) набуде вигляду 
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2 2(1 ) ( ), 0 1p f       , 

звідки знайдемо, що  
2

2

0

( 1) ( , 1; 1; ) ( )
2 ( 1)n p

n

n F n n pa f
n p





       
   , 

0 1   ,    (8) 

де ( )x гама-функція, а гіпергеометрична функція 

2 1 (1, ) 2( , 1; 1; ) ( 1) (1 2 )p
nF n n p n P          

є поліномами Якобі [4], які утворюють повну і ор-
тогональну систему функцій на проміжку  0, 1 . 
Тому коефіцієнти ряду (8) знаходимо за форму-
лою ортогональності. 

За відомими коефіцієнтами na , твірною функ-
цією ( , )H p  (7) і поданням (1) знаходимо розпо-
діл диполів ( , )D p , які забезпечують виконання 
крайових умов (4). Отже, маємо розривний інте-
грал Вебера – Шафгейтліна 

1
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а тому в області 0 1    
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 2( 0,5, 0,5; 1; )F n n p      , (9) 

а в області 1      

     0 1
0
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2 (2 2)n p

n

nD p T a
n p





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  
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2

2 2
( 0,5, 0,5; 2 2; )

( 0,5) n
F n n n p

n




    

   
. (10) 

Зазначимо, що згідно з поданнями (1) і (2) існує 
зв'язок між стрибком температури у площині 

0   і розподілом у цій площині диполів: 

 ( , ) 2 ( , 0)D p T    . (11) 

Отже, за фізично обґрунтованого неперервного 
розподілу стрибка температури у площині 0   
диполі відповідно до рівності (11) завжди існують. 

Знайдемо тепер розподіл радіальної складової 
теплового потоку ( , 0)q

    у площині 0  . За 
першим поданням (3) одержимо, що  

1 2 1
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звідки маємо, що в області 0 1    
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 2( 1,5, 0,5; 2; )F n n p      , (12) 

а в області 1      
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. (13) 

Оскільки теплові потоки на краю отвору 1   
повинні виконувати фізично обґрунтовану гра-
ничну рівність 

 
1 0 1 0

lim ( , 0) lim ( , 0)q q 
    
     , (14) 

то вона буде мати місце тільки за умови 0p   
тому, що гіпергеометрична функція Гаусса 

2( , ; ; )F a b c x  визначена в точці 1x   за умови 
0c a b   . 

Таким чином, за виконання нерівності (14) 
стрибок теплового потоку ( , 0)q    існує в об-
ласті отвору 0 1    і створює там теплову ви-
хорову пелену, а разом з тим і стрибок темпера-
тури. 

3. Якщо припустити, що теплова вихорова пе-
лена в отворі відсутня, то у поданні (12) слід 
покласти 0,5p   . Тоді за поданням (13) в об-
ласті 1      одержимо, що  
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Розподіл (15) теплового потоку ( , 0)q
    в об-

ласті 1      є сингулярним з кореневою особ-
ливістю при 1 0   , що суперечить фізиці 
явища та умові (14). Разом з тим відповідно до 
подання (9) в отворі 0 1    існують диполі, які 
розподілені за законом  

( ; 0,5)D     
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і за формулою (11) створюють там стрибок тем-
ператури ( , 0)T  . Тому за означенням [2] в от-
ворі існує матеріальна поверхня розриву параме-
трів поля нульового порядку – внутрішній тепло-
вий шар. 
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