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Разработаны проекционно-итерационные схе-

мы вариационно-сеточного метода конечных 
элементов для численного анализа упругопла-
стического деформирования цилиндрических 
оболочек с отверстиями. Созданы методики и 
алгоритмы решения соответствующих задач. 
Исследовано взаимовлияние отверстий при по-
строении зон пластических деформаций. 

 
Ключевые слова: упругопластические оболоч-

ки, отверстия, метод конечных элементов, про-
екционно-итерационные схемы.  
 
1 Институт технической механики НАН Украины 
и Государственного космического агентства, 
49005, г. Днепропетровск, ул. Лешко-Попеля, 15 
е-mail: hudramovich@i.ua 
2 Днепропетровский национальный университет 
имени Олеся Гончара, 49010, г. Днепропетровск, 
просп. Гагарина, 72, е-mail: hart@ua.fm 

V. S. Hudramovich1, Corresponding Member of 
NAS Ukraine, Dr. Sci. (Tech.), Prof., 
E. L. Hart2, PhD (Phys.-Math.), Ass. Prof., 
S. A. Rjabokon’1, PhD (Tech.) 
 
Application of projective-iterative schemes 
of FEM to the solution of elastoplastic defor-
mation problems for shells with openings 

 
 
The projective-iterative schemes of finite element 

method for numerical analysis of elastoplastic 
deformation of cylindrical shells with openings are 
developed. The methods and algorithms for solution 
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Постановка задач. Методы решения 
 

Задачи деформирования элементов оболочеч-
ных конструкций с отверстиями различной формы 
имеют большое практическое значение [1, 2]. 
Оболочки оптимально сочетают вес и необходи-
мую прочность, отверстия-люки являются основ-
ным проявлением неоднородности конструкций в 
различных отраслях техники. 

Сложность применения аналитических мето-
дов расчёта делает целесообразным исполь-
зование численных методов, в частности, одного 
из самых распространенных – вариационно-
сеточного метода конечных элементов (МКЭ). 

Проекционно-итерационные схемы реализа-
ции МКЭ приводят к значительной экономии 
компьютерного времени расчёта. Это обуславли-
вает актуальность разработки вычислительных 
алгоритмов на их основе. Основные положения 

таких схем базируются на известных теоретиче-
ских разработках в области математики [3-5].  

Высокие уровни действующих нагрузок 
приводят к появлению пластических деформа-
ций. При их учёте используются методы упругих 
решений. Они основаны на построении 
процессов последовательных приближений, в 
каждом из которых решается задача теории 
упругости с некоторыми дополнительными 
факторами, учитывающими особенности пласти-
ческого деформирования: дополнительные 
нагрузки или деформации, переменные 
параметры упругости (ППУ) [6-8]. Используем 
метод ППУ [7, 8]. В соответствии с ним 
уравнения, связывающие деформации и 
напряжения, аналогичны уравнениям теории 
упругости, однако в них модуль упругости E и 
коэффициент Пуассона ν переменны и зависят от 
уровня накопленных пластических деформаций. 
Схема метода ППУ показана на рис. 1 (в каждом 
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приближении решается задача теории упругости 
с новыми E и ν, определяемыми по известным 
формулам). 

 
При использовании метода ППУ на каждом 

этапе последовательных приближений решается 
задача теории упругости с помощью проекци-
онно-итерационных схем МКЭ. Напомним 
основную идею таких схем [3, 9-11]. Исходная 
задача минимизации функционала аппрокси-
мируется с помощью МКЭ последовательностью 
дискретных экстремальных задач для функций 
многих переменных. Каждая из них с помощью 
итерационного метода последовательной верхней 
релаксации [4] решается следующим образом. 
Для функции многих переменных, соответ-
ствующей некоторому грубому разбиению 
области на конечные элементы, строится только 
несколько приближений, последнее интер-
полируется на более мелкую конечно-
элементную сетку и служит на ней начальным 
приближением к точке минимума функции 
многих переменных. Такой процесс продолжа-
ется до тех пор, пока не будет достигнута 
заданная точность. 

Проекционно-итерационные схемы МКЭ 
использованы при численном анализе деформи-
рования упругих и упругопластических пластин 
[10], упругих [12] и упругопластических [13] 
оболочек, пластического деформирования 
упругопластических структурированных сред (с 
порами и включениями разной формы) [14]. Они 
дают значительную (в десятки раз) экономию 
компьютерного времени расчёта по сравнению с 
соответствующем временем для традиционного 
МКЭ (на одной сетке). 

Рассмотрим упругопластическое деформи-
рование оболочки с отверстиями. Для опре-
деленности возьмём цилиндрическую оболочку с 
прямоугольными или круговыми отверстиями 
при осевом сжатии. Расчётные нагрузки меньше 

критических, определённых при пластических 
деформациях [8]. 

 

Результаты численного анализа 
 

Следуя МКЭ, оболочку разбиваем на 
конечные элементы (прямоугольные (ПЭ) или 
треугольные (ТЭ)) [15]. Для прямоугольных 
отверстий целесообразно использование ПЭ, для 
круглых – ТЭ. Проведённый в [16] для плоских 
задач теории упругости анализ показал, что ТЭ 
дают более точные результаты, однако время 
расчёта – больше, чем для ПЭ. Используются 
методики, при которых не требуется хранения 
матрицы жёсткости системы в явном виде, а 
значения перемещений оболочки в текущем узле 
выражаются через их узловые значения в 
прилегающих к данному узлу конечных 
элементах [16, 17]. 

Для определённости рассмотрим оболочку с 
тремя прямоугольными отверстиями (развёртка 
оболочки показана на рис. 2). Длина, радиус и 
толщина оболочки: L = 1,6 м, R = 1 м, h = 0,004 м, 
материал – алюминиевый сплав Д16Т (такие 
параметры и материал соответствуют, в 
частности, конструкциям ракетно-космической 
техники [2]). Размер большего отверстия 
0,4 0,4 м, меньших  – 0,2 0,2 м. 

При разработке методики взяты эрмитовы ПЭ. 
Проекционно-итерационная схема МКЭ реалии-
зована на шести вложенных вдвое конечно-
элементных сетках. Количество nk  строящихся 
приближений на n-ом шаге (n = 1…6) выбиралось 
как наименьшее целое k, удовлетворяющее 
условию 

1 0( k ) ( k )
h h n nz z , k , ...,k     

( ( k )n
hz  – приближённое решение конечномерной 

задачи; n   заданная точность вычислений на  
n-ой сетке). 

При решении вариационных задач теории 
оболочек используются известные функционалы 
энергии [18]. Численный анализ показывает, что 
для рассмотренных размеров оболочек и 
отверстий вполне допустимо использование 
функционала для пологих оболочек. 

Такой функционал имеет вид [19] 
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Рис. 1. Схема метода переменных параметров 

упругости 
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2 22 2, , , ,w w w Gw d d   
      

  

 1 1 1 1 1T u S v Q w M d


      ,  (1) 

где модуль сдвига G  и коэффициент Пуассона   
разные для каждого шага последовательных 
приближений метода ППУ; 1T , 1S , 1Q , 1M  – 
соответственно продольные, касательные, 
поперечные усилия и изгибающий момент, 
приложенные на краях оболочки  . 

Деформации и напряжения для каждого из 
приближений определяются соотношениями: 

,u   ;   ,v w R    ;   , ,u v    ; 

,w    ;   ,w    ;   ,w    ;     (2) 

   2 1G           ; 

   2 1G           ;  G   . 

В (1), (2) запятая означает дифференцирование 
по координате, величины G  и E  связаны 
зависимостью  2 1E G     . 

Варьирование расстояния между отверстиями 
и их размеров приводит к разным ситуациям 
трансформации зон пластических деформаций (в 
дальнейшем – просто зон), которые вначале 
возникают возле краёв отверстий и увеличиваясь 
сливаются. Слияние зон приводит к 
значительному снижению жёсткости оболочки и 
уменьшению её несущей способности. 

Возможны различные другие сценарии 
образования, трансформации и слияния зон для 
разных оболочек и отверстий.  

При расчётах использована деформационная 
теория пластичности в сочетании с проекционно-
итерационными схемами МКЭ. Вблизи углов 
отверстий, там, где происходит сложное 
нагружение, её применимость должна быть 
исследована [6]. Возможно использование теории 
пластического течения [7, 8]. 

На рис. 2 показано распределение зон в 
цилиндрической оболочке при разных значениях 
сжимающей нагрузки q . Рис. 2, а даёт 
распределение зон для относительного расстояния 
между отверстиями l R  = 0,6. Рис. 2, б, в – для 
l R  = 0,8. Зоны образуются вначале у краёв 
вырезов, при повышении нагрузки они 
трансформируются и сливаются, становятся 
общими для отверстий. Это приводит к падению 
жёсткости оболочек (для упругих оболочек она 
определяется через E , для упругопластических 

через касательный и секущий модули, которые 
меньше E ) и может использоваться при прогнозе 
несущей способности оболочек. 

 

 

 
 
В результате расчётов зафиксированы те 

уровни нагрузок, при которых зоны пластических 
деформаций сливаются. 

Разработанные методики и программа на 
языке C++ позволяют рассмотреть различные 
другие варианты конструктивного оформления 
упругопластических оболочек с отверстиями 
прямоугольной, круговой и эллиптической формы. 

 

Заключение 
 

Разработаны проекционно-итерационные схемы 
вариационно-сеточного МКЭ для исследования 
упругопластического деформирования оболочек 
с вырезами различной формы. Такие схемы дают 
существенный выигрыш компьютерного времени 
расчёта по сравнению с основанным на 
традиционном МКЭ. Разработанные методики и 
вычислительные алгоритмы дают возможность 
изучить процесс образования зон пластических 
деформаций и прогнозировать несущую способ-
ность неоднородных оболочечных конструкций. 

 

q = 85 МПа 
 

 
в 

Рис. 2. Распределение зон пластических дефор- 
маций для оболочки 

q = 35 МПа 
 

 
а 

q = 35 МПа 
 

б 
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