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Особливості динаміки звукового поля 
при взаємодії точкових вихорів 
 

В рамках моделі точкових вихорів та акус-
тичної аналогії Лайтхіла виконано чисельні роз-
рахунки та аналіз звукових полів, що генерують-
ся трьома точковими вихорями  в необмеженій 
ідеальній рідині при прямій та обмінній взаємо-
діях. Встановлено співвідношення між поворо-
том діаграми напрямленості звукового поля в 
процесі взаємодії вихорів та поворотом вихо-
рової системи. 
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Within the frameworks of the point vortex model 
and the acoustical Lighthill's analogy, the sound 
fields produced by the direct and exchange interac-
tions of three point vortices in the ideal unbounded 
liquid are computed and analyzed. The relations 
between the directivity pattern rotation and the vor-
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1. Введение 
 
Метод акустической аналогии Лайтхилла [1] 

является основой при моделировании явлений, 
связанных с излучением шума течениями раз-
личной геометрии. Подход, основанный на мето-
де сращиваемых асимптотических разложений 
(САР), стал применяться при решении задач дан-
ного класса благодаря попыткам ряда авторов  
формализовать теорию аэрогидродинамического 
шума [2]. Подход, основанный на САР, при чис-
лах Маха  1M   дает такие же оценки излучае-
мой мощности, как и акустическая аналогия 
Лайтхилла, и позволяет с физической точки зре-
ния объяснить асимптотику тензора напряжений 
Лайтхилла. Однако, данный подход, в отличие от 
аналогии Лайтхилла, ограничен требованием аку-
стической компактности [2].  

Анализ литературы показывает, что излучение 
звука вихревыми потоками – весьма сложная за-
дача. Повысить уровень понимания физики таких 
явлений помогает исследование процесса звуко-
образования от модельных течений. Детально 
исследованной моделью вихревого течения явля-
ется модель точечных вихрей [3]. Имеется боль-
шое количество работ, посвященных излучению 

звука точечными вихрями как в безграничной 
среде, так и при наличии границ [4].  

Целью данной статьи является установление 
связей между поворотом звукового поля и пово-
ротом вихревой системы, образованной тремя 
точечными вихрями в безграничной идеальной 
среде. При моделировании звукового поля вос-
пользуемся акустической аналогией Лайтхилла. 

 
2. Моделирование течения и звукового поля 
 
Взаимодействие N  точечных вихрей с интен-

сивностями   и координатами ,x y   в безгра-
ничной идеальной среде описывается гамильто-
новой системой уравнений [3]: 

, ; 1, ... , ,H Hx y N
y x   
 

 
      

 
   (1) 

с независящим явно от времени гамильтонианом 
H [3]. Кроме H , система (1) обладает еще тремя 
независимыми первыми интегралами [3], выра-
жающими собой выполнение законов сохранения 
импульса и момента импульса течения, образо-
ванного вихрями. Подробный анализ системы (1) 
и обширная библиография по исследованию 
точечных вихрей содержатся, например, в [5, 6]. 
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Как известно, задача о движении трех точеч-
ных вихрей в отсутствии границ является инте-
грируемой [5]. Рассмотрим вихревую систему, 
образованную вихрями с интенсивностями 1   

2 3      . В [7, 8] детально рассмотрены все 
возможные типы взаимодействия вихревой пары 
с одиночным вихрем. Автор [7] поместил начало 
координат в центр завихренности и пронорми-
ровал все линейные размеры таким образом, что 

0H  . Классификация взаимодействий данной 
вихревой системы была построена в зависимости 
от единственного отличного от нуля инварианта 
 , выражающего закон сохранения импульса, и 
начального радиуса одного из вихрей, например, 

0
1 , взятого в качестве независимой переменной в 

решении [7]. Было найдено три типа взаимодей-
ствия: прямое взаимодействие, обменное взаимо-
действие и взаимный захват. 

 
 

 
Рис. 1. Начальная геометрия модельного течения; 

1,3 – падающая вихревая пара; 
2 – одиночный вихрь 
 

В данной статье рассмотрим звуковое поле в 
случаях прямого и обменного взаимодействий. В 
случае прямого взаимодействия вихревая пара 
1,3 искривляет свою траекторию под действием 
возмущающего вихря 2, при этом целостность 
пары не нарушается. Результатом обменного вза-
имодействия есть образование новой вихревой 
пары 2,3 [8]. Нагляднее перейти от параметров 

0
1,   к параметрам , ,L l b  (рис. 1). Полагая L  и 

l  постоянными для всех случаев, будем исследо-
вать звуковое поле, порождаемое вихревыми вза-
имодействиями, в зависимости от параметра b . В 
исследуемой вихревой геометрии начало коорди-
нат поместим в центр завихренности, все линей-
ные размеры пронормируем таким образом, что 

1l  , при этом в общем случае 0H  . Парамет-
ры 0

1,   и , ,L l b связаны соотношениями: 

2 2
0 2
12 2

(2 ) ( 2), ( ) ,
4 Gr Gr

b l l L b l
B B
  

           (2) 

где 
2 2 2

2
2 2

[ ( 2) ] .
( 3 2)Gr

L b l lB
L b l
 


 

 

Рассматривались следующие значения начальных 
геометрических параметров: 20L  ; 1l  ; 10   

10b  . В данной классификации есть три гра-
ничных случая, разделяющие типы взаимодейст-
вия: 1b   ; 0,5b   ; 3,41...b  . 

Течения, формируемые вихрями в безгранич-
ной идеальной слабосжимаемой среде, порожда-
ют источники звука, являющиеся аналогом клас-
сических поперечных квадруполей [1]. Решение 
уравнения Лайтхилла в форме Пауэлла [4] с ну-
левыми начальными условиями и учетом пред-
положений о компактности источника и дальнего 
поля для флуктуаций давления имеет вид [9]: 

2 2
2 1 1 2 2 1 2 3

2 2 1/2 2
0

( ) ( ) ( )( , ) ,
[( ) ] ( )

t x f x f x x fp x t M d
t t

        
    

  (3) 

где 
2 2 1/2
1 2 1 2( ) , cos , sin ,x x x x          
3

1 1 2
1

( ) ( ') '',f y y  


     
3

2 2 1
1

( ) ( ') '',f y y  


    

3
2

3 2
1

( ) ( ) ''',f y 


     

1 2( ), ( )y y    и 1 2' ( ), ' ( )y y    – координаты и ком-
поненты скорости вихря с номером  ; 1 2,x x  и   
– координаты и угол точки наблюдения. Решение 
представлено в безразмерном виде. В качестве 
масштабов обезразмеривания были взяты;   –
масштаб интенсивности вихря; B – характерный 
линейный масштаб в области вихревого движе-
ния; 2B   – характерный временной масштаб; 
U B   – характерная скорость в области вих-
ревого движения; 1BM    – характерный ли-
нейный масштаб в области излучения; 2

0 (2 )U   
– характерный масштаб флуктуаций давления; 

0  – плотность в невозмущенной среде.  
Отметим, что система дифференциальных 

уравнений (1) интегрировалась численно мето-
дом экстраполяции  с переменным шагом и по-
рядком, интегрирование в (3) выполнялось по 
квадратурным формулам, учитывающим интег-
рируемую особенность в точке t   . 
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3. Анализ результатов расчета звукового 
поля 
 
Результатом прямого и обменного взаимодей-

ствия есть излучение звукового импульса, час-
тотные компоненты которого лежат в низкочас-
тотной области [9]. Характер рассматриваемых 
вихревых взаимодействий таков, что вихри ме-
няют взаимное расположение, при этом оси сим-
метрии в системе отсутствуют. В результате в 
процессе вихревых движений имеет место вра-
щение диаграммы направленности эквивалент-
ного звукового квадруполя. Поэтому логично 
исследовать звуковое поле с учетом его враще-
ния [10]. Установим связь между вращением зву-
кового поля и вращением вихревой системы для 
характерных типов взаимодействия. С этой це-
лью для заданного значения параметра b  фикси-
ровался опорный лепесток, на оси которого в ка-
ждый момент времени вычислялось звуковое 
давление в соответствии с (3) и определялась уг-
ловая координата оси. В качестве опорного вы-
бирался лепесток, ось которого совпадала с на-
правлением падения вихревой пары. Разность 
между конечной и начальной угловыми коорди-
натами оси опорного лепестка есть полный пово-
рот диаграммы направленности для заданного 
значения b – d . Поворот вихревой системы оп-
ределялся как поворот вихря 3 ( 3 1   ), по-
скольку вихрь 3 формирует как падающую, так и 
уходящую вихревые пары для всех исследуемых 
типов взаимодействия. Разность между конечной 
и начальной угловыми координатами вихря 3 
есть полный поворот вихревой системы для за-
данного значения b – 3 .  

Обобщение полученных численных результа-
тов, связывающих поворот диаграммы направ-
ленности звукового поля и поворот вихревой 
системы, представлено на рис. 2 в виде графиков 
зависимости ( )d b  и 3( )b  от параметра b  на-
временном интервале, соответствующем дли-
тельности излучаемого звукового импульса. От-
метим, что в качестве положительного поворота 
принят поворот против часовой стрелки. 

Римскими цифрами I-VI на рис. 2 обозначены 
характерные диапазоны изменения параметра b . 
Для случаев прямого взаимодействия – 

[ 10; 1[b    ]3,41...; 10]  (области I и VI) – ха-
рактерно вращение диаграммы направленности и 
вихревой системы в одном направлении: поло-
жительном (I) и отрицательном (VI). В области I 
полные повороты диаграммы направленности и 

 
 

Рис. 2. Зависимость полного поворота диаграммы 
направленности ( )d b  (сплошная кривая) и 
вихревой системы 3( )b (пунктирная кривая) от 
параметра b  

 
вихревой системы связаны соотношением d   

0
3 180   ; в области VI эта связь имеет вид 

0
3 180d    . Фаза звукового давления на 

лепестке постоянна. Таким образом, в случаях 
прямого взаимодействия поворот звукового поля 
опережает поворот вихревой системы на 0180 . В 
случае обмена ] 1; 0,5[b    (область II) звуковое 
поле и вихревая система вращаются сходным об-
разом; повороты звукового и вихревого полей 
равны между собой: 3d   . Звуковое поле на 
лепестке диаграммы направленности фазу не ме-
няет и вращается в положительном направлении. 
Наиболее интересным диапазоном изменения 
параметра b  есть диапазон ] 0,5; 3,41...[  (об-
ласти III-V). В этом диапазоне с увеличением b  
изменяется направление вращения диаграммы 
направленности с положительного на отрица-
тельное, а при дальнейшем росте b  происходит 
изменение направления вращения и вихревой 
системы. Данный диапазон делится на три интер-
вала, для каждого из которых характерны осо-
бенности во вращении звукового поля и вихревой 
системы: ] 0,5; 1,45]b   (область III) – в этом 
интервале диаграмма направленности начинает 
совершать колебательные движения, вихревая 
система продолжает вращаться в положительном 
направлении. Связь между поворотом диаграммы 
направленности и вихревой системы: 3d   . 
На узком интервале ]1,45; 1,5[b  (область IV) 
направление вращения диаграммы направленно-
сти изменяется на отрицательное, вихри враща-
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ются в положительном направлении: 3d   . 
Только для этого интервала характерно измене-
ние фазы давления на лепестке диаграммы на-
правленности с течением времени. Далее, при 

[1,5; 3,41...[b  (область V) вихревая система, 
вращаясь, совершает колебательные движения и 
с ростом b  начинает вращаться в том же направ-
лении, что и диаграмма направленности. В этом 
диапазоне изменения b  поворот диаграммы на-
правленности отличается от поворота вихрей на 

0360 : 0
3 360d    .  

Анализ результатов также показал, что угло-
вое распределение физических характеристик 
звукового поля таково, что вдоль падающей и 
уходящей вихревых пар всегда направлена ось 
одного из лепестков точечного  квадруполя. 

Кратко остановимся на граничных случаях. 
При 1b    и 3,41...b   вихри при взаимодейст-
вии образуют равносторонний треугольник и ли-
нейную конфигурацию, соответственно, вра-
щающиеся с постоянными угловыми скоростями 
вокруг центра завихренности [7, 8]. При этом 
звуковые поля, вращающееся синхронно с вихре-
выми системами, являются монохроматическими  
с частотами, равными удвоенным частотам вра-
щения вихрей, что характерно для источников 
квадрупольной природы. Для течения с 0,5b    
вихри движутся по параллельным прямым (об-
мен); при этом 3d    – повороты звукового и 
вихревого поля равны между собой. 

 
4. Заключение 
 
В рамках модели точечных вихрей и акусти-

ческой аналогии Лайтхилла выполнены числен-
ные расчеты и анализ звуковых полей, генери-
руемых точечными вихрями при прямом и об-
менном типах взаимодействия в широком диапа-
зоне геометрических параметров. Получены сле-
дующие основные результаты: 

1. При прямом и обменном взаимодействиях 
имеет место явление вращения диаграммы на-
правленности звукового поля, что обусловлено 
изменением взаимного расположения вихрей при 
их движении в сочетании с отсутствием в систе-
ме осей симметрии, а также вращением вихрей 
как единого целого. 

2. Поворот диаграммы направленности в про-
цессе взаимодействия  либо равен повороту вих-
ревой системы, либо противоположен ему, либо 
отличается на величину, кратную 0180 . 

3. Фазовое распределение физических харак-
теристик звукового поля при его зарождении и 
спадании таково, что их максимальные (мини-
мальные) значения всегда связаны с направлени-
ем падающей и уходящей вихревых пар. 
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