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Напружений стан у нескінченному 
циліндрі довільного перерізу з жорсткими 
включеннями при коливаннях 
повздовжнього зсуву 

 
Розв’язана задача по визначенню напружено-

го стану поблизу тонких жорстких включень в 
нескінченному циліндрі довільного перерізу при 
коливаннях повздовжнього зсуву. Запропоновано 
підхід, що дозволяє окремо задовольнити умови 
на включеннях та на границі циліндра. Отрима-
но наближені формули для обчислення КІН та 
досліджено вплив на їх значення частоти коли-
вань, а також геометрії циліндра та розташу-
вання включень.  
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Stressed state in an infinite cylinder of 
arbitrary cross-section with rigid inclusions 
under oscillations of longitudinal shear  

 
 
The problem of determining the stress state near 

the thin rigid inclusions in an infinite cylinder of 
arbitrary cross-section under oscillations of longi-
tudinal shear. We propose an approach to satisfy 
the conditions separately on the surface of  inclusi-
ons and on the boundary of the cylinder. The appro-
ximate formulas for calculating stress intensity 
factors are obtained to investigate the influence of 
frequency oscillations, geometry of the cylinder and 
location of the inclusions on their values. 
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Проблеми визначення динамічного напруже-
ного стану поблизу тонких дефектів в необмеже-
них тілах можна вважати достатньо вивченими. 
Як можна бачити з робіт [1-3], це стосується як 
двовимірних, так і просторових задач теорії пруж-
ності. Однак аналогічні задачі для тіл скінченних 
розмірів досліджені значно менше. Це пов'язано з 
тим, що використання прямих чисельних методів 
(різницевих і скінченних елементів) ускладню-
ється необхідністю згущення дискретизації в око-
лі дефекту. Одним з перспективних методів для 
розв’язування  таких задач є метод граничних 
елементів. Але при його застосуванні вихідна кра-
йова задача зводиться до системи інтегральних 
рівнянь і на поверхні дефекту, і на границі тіла, 
що істотно ускладнює чисельну реалізацію. У 
даній роботі розглянуто підхід, що дозволяє 
окремо задовольнити умови на поверхнях вклю-
чень і на границі тіла. Запропонований метод 
ґрунтується на використанні розривних розв'язків 
рівняння Гельмгольца. 

 
Постановка задачі 
 
Розглянемо пружний циліндр з твірними, па-

ралельними осі Oz  (рис. 1), перетин якого пло-

щиною xOy  є довільна замкнена гладка крива, 
яка в полярній системі координат визначається 
рівнянням  0 ,r r    0 2    . 

 

 
Рис.1. Циліндр довільного перерізу з системою 

жорстких включень 
 
У циліндрі містяться N  наскрізних тонких 

жорстких включень у вигляді пластин малої 
товщини h , які займають відрізки довжиною 2 la  
з центрами в точках  ,l lc d , 1, 2, ... ,l N . У 
циліндрі відбуваються коливання поздовжнього 
зсуву, які можуть бути викликані або дією на 
бічну поверхню зсувного гармонічного наванта-
ження   i tP e  , або в результаті дії на включен-
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ня зсувних сил i t
kF e  . В останньому випадку 

границя циліндра вважається нерухомою. За 
таких умов відмінною від нуля буде тільки z -
компонента вектора переміщення, яка задоволь-
няє рівняння Гельмгольца [4]. У полярній системі 
координат це рівняння має вигляд 

 
2 2

2
2 2 2 2

1 10,   w w
r rr r

  
       

 
, (1) 

де 2 2 2
2 2c   , 2 1

2 1c G   , G  і 1 – модуль зсуву і 
густина матриці,  – частота коливань. Множник 

i te   в (1) і всюди далі опущений і розглядаються 
тільки амплітудні значення. 

Рівняння (1) розглядається з двома типами 
граничних умов. У разі завантаженої границі 

     0 , ,  0 2nz r GP          . (2) 

Якщо ж границя нерухома, виконується умова 

   0 , 0,  0 2w r         . (3) 

Для формулювання граничних умов на вклю-
ченнях з кожним з них пов'язується локальна си-
стема координат k k kx O y . Нехай  ,k k kw x y  – z - 
компонента вектора переміщення при переході 
від полярних координат до декартових k k kx O y . 
Вважається, що між тілом і включенням здійсне-
ні умови повного зчеплення 

  , 0 ,   k k k k kw x d x a   . (4) 

На поверхнях включень дотичні напруження є 
розривними зі стрибком 

      , 0 , 0 .k
zy zy k zy k k kk k kG x x x          (5) 

У рівності (4) kd  – амплітуда поздовжніх ко-
ливань включення, яка визначається з рівняння 
руху включення як жорсткого тіла. При гармо-
нічних коливаннях це рівняння має вигляд 

  2 ,   2 ,
ak

k k k k k k k k
ak

m d F d m a h


          (6) 

де k  – густина включення. Рівняння (6) записа-
но для випадку, коли до включень прикладено 
сили і виконано умову (3). У разі завантаженої 
границі циліндра (2) в рівнянні (6) покладається 

0kF  . 
За сформульованих умов ставиться задача ви-

значити коефіцієнти інтенсивності напружень 
(КІН) для кожного із включень. 
 

Розв’язання задачі 
 
У локальній системі координат для кожного 

включення будується розривний розв’язок [5] 
рівняння Гельмгольца зі стрибками, визначеними 
в (5): 

  
2

( )( , ) ( , )
al

d l
l l l l l

al

w x y r x y d
G

 
   , (7) 

    1 2 2
2 0 2( , ) ( )4l l l l

ir x y H x y      , 

де  1
0H – функція Ґанкеля. 

Далі в системі Or  переміщення подаються у 
вигляді  

            0
1

, , ,
N

g g g
l

l
w r w r w r



     . (8) 

У (8)    ,g
lw r   – розривні розв’язки (5) після 

переходу до полярних координат, а    0 ,gw r   – 
такий розв’язок рівняння Гельмгольца (1), що для 
(8) виконуються граничні умови (2) або (3). Ця 
невідома функція подається у вигляді лінійної 
комбінації частинних розв’язків рівняння (1): 

      0 0
1

, ,
M

g
s s

s
w r r A g r



   , (9) 

де 
     2 1 1 2, cos 1 ,m mg r J r m       

   2 2, sinm mg r J r m    . 

Функції  ,sg r  , 1, ... , , ... ,s M  лінійно неза-
лежні і утворюють повну замкнену систему 
функцій [6]. 

Для реалізації граничних умов на включеннях 
(4) переміщення в локальній системі координат 
аналогічно (8) запишуться у вигляді 

      0

1
, , ,

N
kl

k k k k k k k k
l

w x y w x y w x y


  . (10) 

Підставляючи (10) в (4), отримаємо систему інте-
гральних рівнянь, яка після введення позначень  

   

1
0 2 0 0
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(11) 

і виділення сингулярних складових ядер набуде 
вигляду 
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де      1 1 ,  0kQ z O z  , а  ,klF    – нескінчен-
но диференційована функція при 1 , 1     . До 
(12) необхідно додати рівність, яке випливає з (6) 
при переході до нових позначень (11): 

  
1

0 0
2
0 1

1
2k k k

k k k

d F q d



          

 , (13) 

де   11 1 0
1 ,  ,  k k k k k k k kh a F F Ga         . У ви-

падку, коли навантаження прикладено до гра-
ниці, в (13) вважається, що 0 0kF  . 

Розв’язок системи (12) шукаємо у вигляді 

      0
1

M
k k

k s s
s

q A


      . (14) 

Тоді кожний доданок із (14) має задовольняти 
інтегральні рівняння (12): 
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0, ... , ;  1, ... ,s M k N  . 
Для знаходження розв’язків отриманих рів-

нянь невідомі функції подаються у вигляді  k
s    

2( ) 1 , 1, 2, ... , .k
s k N       Функції  k

s   на-
ближаються інтерполяційним многочленом 
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 , 

де  nT   – многочлен Чебишева, m  – його коре-

ні,  k k
sm s m    . 

Після застосування методу механічних квад-
ратур отримано систему алгебричних рівнянь 
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  (16) 

де ( , ),  0, ... , ;  1, ... , .kl kl
jm m jF F s M k N      У 

(16) для обчислення інтеграла з логарифмічною 
особливістю використана квадратурна формула 
[7]; jmB – коефіцієнти цієї формули. 

Для визначення коефіцієнтів kA  скористає-
мось умовами (2) або (3) на границі. Задовольня-
ючи граничну умову (2), отримуємо рівність 
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де 
     11

0 0 1 0 0
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    0 0cos sin cos ,l l l l lx y n x       

    0 0cos sin cos ,l l l l ly x n y        , 
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   . 

У випадку нерухомої границі аналогічна рівність 
набуває вигляду 
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            (18) 

де    2(1) 2
0 0 0 0, ( 4) (l l l lU i H x y         ). 

Квадратурні формули Гауса – Чебишева та 
використання коллокаційного метода у вузлах 

2 ,  1, ... ,b b M b M     дають можливість замі-
нити (17) та (18) системами лінійних рівнянь з 
невідомими ,  1, ... ,sA s M : 
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Як відомо, концентрація напруження в тілі 
навколо тонких жорстких включень характери-
зується КІН [8]: 

 1
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Після розв’язування систем (19) або (20) та 
(16) наближені значення КІН знаходятся за фор-
мулами 
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Результати числових досліджень 
 
Для числової  реалізації запропонованого ме-

тоду розглядався еліптичний циліндр з чотирма 
включеннями (рис. 2). 

 
Рис. 2. Переріз еліптичного циліндра з чотирма 

включеннями 
 

 Вважалось, що ексцентриситет еліпса дорів-
нює 0,5 , а нахил включень до великої півосі 
характеризує кут   (рис. 2). На поверхню цилін-
дра діє самоврівноважене навантаження ( )P    

sin 2  . При таких умовах ,  1, 2, 3, 4ik k i   . 
Обчислювались значення КІН для включення, 
розташованого в першій чверті. Змінювався 
параметр 0a r  – відношення довжин вклю-
чень до великої осі еліпса. Для даного еліпса при  

030   та 0,488   має місце вихід включення 
на поверхню циліндра. 

Результати обчислень наведені на рис. 3-4 у 
вигляді графіків залежності безрозмірних КІН від 
безрозмірної частоти 0 2 0r   . Криві 1, 2, 3 від-
повідають значенням 0,2;   0,4;  0,485 . Число-
ві результати показують, що в усіх випадках 
k k  . Значення параметра   суттєво впливає 

 
Рис. 3. Значення КІН для кінця включення, 

віддаленого від границі 

 
Рис. 4. Значення КІН для кінця включення, 

наближеного до границі 
 

на значення частоти першого резонансу. Вона 
зростає при збільшенні  , що геометрично озна-
чає збільшення довжини включення і наближен-
ня одного кінця до границі. Також при цьому 
спостерігається і зростання абсолютних значень 
КІН при частотах, менших частоти першого ре-
зонансу. 
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