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Осесиметричні резонансні коливання і 
вібророзігрів в'язкопружної циліндричної 
оболонки з п'єзоелектричними сенсорами 
при врахуванні температурної залежності 
властивостей матеріалів 
 

В роботі представлено результати чисель-
ного дослідження вимушених резонансних осеси-
метричних коливань і вібророзігріву циліндрич-
ної оболонки з п'єзоелектричними сенсорами. 
Досліджено вплив температурної залежності 
комплексних характеристик пасивного і п'єзо-
активного матеріалів на амплітуду коливань, 
температуру вібророзігріву та електричний по-
казник сенсора. 

Ключові слова: резонансні коливания, дисипа-
тивний розігрів, в'язкопружна циліндрична обо-
лонка, сенсор. 
 
1 Інститут механіки ім. С. П. Тимошенка НАНУ, 
03057, Київ, вул. Нестерова, 3 
e-mail: term@inmech.kiev.ua 
2 Національний технічний університет "КПІ", 
03057, Київ, просп. Перемоги, 3 
e-mail: karn@inmech.kiev.ua

I. F. Kyrychok1, Dr. Sci. (Phys.-Math.), sen. res., 
T. V. Karnaukhova2, PhD (Phys.-Math.), Ass. Prof. 
 
Axisymmetric resonant vibrations and 
vibroheating of viscoelastic cylindrical shell 
containing piezoelectric sensors with taking 
into account of temperature dependence of 
material characteristics 
 

In the paper, the results of numerical investiga-
tion of the forced resonant axisymmetric vibrations 
and vibroheating of viscoelastic cylindrical shell 
with piezoelectric sensors are given. Influence of 
temperature dependence of material characteristics 
on vibration amplitude, heating temperature and 
electrical sensor indication are investigated. 
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Вступ 
 
В останні роки находять широке застосування 

методи активного демпфування вимушених коли-
вань тонкостінних елементів за допомогою п'єзо-
електричних включень, які виконують роль сен-
сорів або актуаторів [1, 2]. Побудові електротер-
момеханічних моделей динамічної поведінки ша-
руватих тонкостінних елементів із в'язкопружних 
пасивних (без п'єзоефекту) і п'єзоактивних мате-
ріалів з врахуванням температурної залежності 
властивостей матеріалів, геометричної і фізичної 
нелінійностей, а також розв'язанню конкретних 
задач присвячено роботи [3-7] та ін. Зокрема, в 
статтях [4-6] отримано аналітичні та чисельні ре-
зультати про вимушені осесиметричні коливання 
і вібророзігрів циліндричних оболонок з п'єзо-
електричними актуаторами. 

В даній статті чисельно розв'язується задача 
про вимушені коливання і дисипативний розігрів 
шарнірно обпертої в'язкопружної циліндричної 
оболонки з п'єзоелектричними сенсорами при 
моногармонічному навантаженні. Досліджується 

вплив температурної залежності властивостей па-
сивного і п'єзоактивного матеріалів на динамічну 
і температурну поведінку оболонки та електричні 
показники п'єзосенсора. 

 
Постановка задачі 

 
Розглянемо тришарову циліндричну оболонку 

довжиною l , яка віднесена до ортогональної 
системи координат , , z   з координатою 0z   
на серединній поверхні радіуса R . Середній шар 
товщиною 0h  є ізотропним і пасивним. Зовнішні 
шари товщиною 1h  виготовлені із поляризованої 
по товщині в протилежних напрямках п'єзокера-
міки с однаковими властивостями. Вважаємо, що 
матеріали шарів є в'язкопружними, їх властивості 
залежать від температури, а поляризація зовніш-
нього 0( 2)z h  і внутрішнього 0( 2)z h  п'єзо-
шарів характеризуються значеннями п'єзомоду-
лів 31d  і 31d , відповідно. Поверхні, що контак-
тують з пасивним шаром, покриті суцільними 
електродами, на яких задано електричний потен-
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ціал 0( 2) 0h   . Зовнішні поверхні 2z H   
( 0 12H h h  ) п'єзошарів електродовані на 
ділянці 2s R

    1 0( )     та неелектро-

довані поза s , де виконуються такі електроста-
тичні граничні умови [3]: 

 0 10 ( );z
s

D ds x



      

 0 10 (0 , ),zD l           (1) 

де zD  – нормальна складова електричної ін-
дукції на зовнішньому і на внутрішньому п'єзо-
шарах оболонки. 

На оболонку діє осесиметричний поверхневий 
тиск coszq q t   з частотою  , близькою до 
резонансної. В результаті, на розімкнутих ефект-
родах сенсора s  виникають електричні потен-
ціали ( 2) sH V    , амплітудні значення яких 
необхідно визначити. Торці оболонки шарнірно 
обперті, а поверхні знаходяться в умовах конвек-
тивного теплообміну з оточуючим середовищем.  

При моделюванні електротермомеханічної по-
ведінки розглядуваної оболонки приймаємо, що 
по всьому пакету шарів справедливі гіпотези 
Кірхгофа – Лява для механічних величин і адек-
ватні припущення відносно електричних змінних 
[8], з яких випливає, що constzD   є постійною 
по товщині п'єзошарів. Вважаємо, що температу-
ра по товщині пакету постійна, а в'язкопружні 
властивості матеріалів описуються концепцією 
комплексних модулів [8], які залежать від темпе-
ратури. 

 
Побудова розв'язку задачі 
 
З використанням підходу [7] поставлена 

задача зводиться до розв'язання рівнянь гармо-
нічних коливань (множник i te   опускається) 

 2
, ,0, 0,N u M Q         

 2
, 0;zQ N R w q       (2) 

виразів для зусиль і моментів 
 11 12 11, ,N C C M D           
 12 11 12, ;N C C M D           (3) 

кінематичних співвідношень 
 , , ,u w R       
 , , , ;w           (4) 

усередненого за період коливань і товщиною 
оболонки рівняння теплопровідності 

 21 1, , ( )s
tT T T T Wa H H


   

 


 (5) 

з дисипативною функцією 

2 .W N N N N M M                                 



 (6) 

Рівняння (2) – (4) необхідно доповнити умова-
ми шарнірного обпирання торців оболонки 

 0, 0, 0 ( 0, ).N w M l       (7) 

Граничні та початкова умови рівняння тепло-
провідності (5) – (6) такі: 

 ,, ( ) ( 0, ),n l cT T T l       

 0 ( 0).T T t   (8) 
Обумовлені гармонічним деформуванням си-

стеми електричні потенціали sV  на розімкнутих 
електродах сенсора на основі розв'язку задачі 
термомеханіки (2) – (8) і першої умови (1) обчи-
слюються за формулою 

 
1

31
0

1
1 33

0

( )
,s

b h dV
h b d


  




     







 0 1
2

h hh   . (9) 

У співвідношеннях (2) – (9) введено такі позна–
чення: 
 1 0 1 1 33[ (2 ) ,s

k k kC h B B      

 3 3 3
1 0 1 1 33( 2 2 ) 12,s
k k kD h B B        

 2 2 1
11 11 11(1 ), [ (1 )] ,s E

EB E B s        

 12 11 12 11 12 11, , / ,s s E E
E EB B B B s s        

 1 2
31 31 11 33 31 33[ (1 )] , ,E

Eb d s b b      

 2 2
33 33 31 31 33(1 ), 2 ,T T

p pb k k b d      

 3 3 2
1 0 , 4 6 3 ,h h           

 1 0 1 1 12 , (1 ),E s
k k kh h s s i         

 31 31 31 33 33 33(1 ), (1 )d Td d i i           

– залежні від температури T  комплексні подат-
ливості, п'єзомодуль і діелектрична проникли-
вість п'єзоматеріалу; , constE E iE      – кое-
фіцієнти в'язкопружності і Пуассона пасивного 
матеріалу; ,w u  – амплітуди прогину і осьового 
переміщення; 0 1,   – питомі густини пасивного 
і п'єзоактивного матеріалів. Тут і далі застосо-
вуються стандартні позначення комплексних ве-
личин: 

2 2 1 2, ( )a a ia a a a       . 
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Для розв'язання нелінійної взаємозв'язаної си-
стеми рівнянь (2) – (8) використовується метод 
покрокового за часом інтегрування [8]. При цьо-
му система (2) – (4) записується у формі звичай-
них диференціальних рівнянь нормального ви-
гляду відносно комплексних величин , , ,u w   

,N ,Q M  . На кожному кроці інтегруються от-
римані рівняння методом дискретної ортогона-
лізації, а рівняння теплопровідності – методом 
кінцевих різниць. 
 

Результати розрахунків та їх аналіз 
 
Числові розрахунки проведено для частот на-

вантаження, близьких до першої резонансної ча-
стоти осесиметричних згинних коливань оболон-
ки з розмірами 0,1 м,R   00,2 м, 0,004 м,l h   

4
1 0,1 10 мh    і параметрами сенсора 0 0,375 ,l   

1 0,625 l  . Пасивний шар виготовлений із полі-
мера, а п'єзошари – із п'єзокераміки ЦТСтБС-2, 
температурні апроксимації електромеханічних 
властивостей яких приведені в статті [7]. 

На рис. 1 показано розподіли вздовж оболонки 
безрозмірної амплітуди прогинів 2

010w w h   
(криві 1) і температури вібророзігріву (криві 2), 
розраховані на резонансній частоті 

5 10,158 10 c   при 40,1 10 Па,q    0 ,0,s l l     
0,25 . Тут і далі штрихові криві відповідають 

ізотермічним характеристикам матеріалів, а 
суцільні – при врахуванні їх залежності від 
температури. Частотні залежності максимальної 
температури  0,5T l  , амплітуд прогинів w  і 
показника сенсора sV  показані на рис. 2, 3, 4 

0 0.50

40

80

T, oC w~

0.25

0.5

/l

2

2
1

1

 
Рис. 1. Розподіли амплітуди прогину (криві 1) і 

температури (криві 2) по координаті 

відповідно. Тут криві 1, 2 розраховані при 
4 40,05 10 , 0,10 10 Па.q     Аналіз кривих по-

казує, що врахування температурної залежності 
властивостей матеріалів (суцільні лінії) при 
вимушених коливаннях оболонки приводить до 
появи частотних характеристик м'якого типу та 
зменшенню резонансної частоти. Збільшення ме-
ханічного навантаження супроводжується ростом 
температури вібророзігріву, яка може досягати 
критичного значення kpT , коли розмягчується па-
сивний матеріал, або деполяризується п'єзокера-
міка сенсора (точка Кюрі) і система втрачає пра-
цездатність. Проводячи числові розрахунки для 
різних амплітуд навантаження, за критичне зна-
чення приймалось навантаження kpq , при якому 
максимальна температура досягає kpT . Для меха-
нічного навантаження kpq q  обчислювався кри-
тичний час, який відповідає значенню kpT . 
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Рис. 2. Амплітудно-частотні характеристики 

vs,
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Рис. 3. Частотні залежності амплітуди показника 

сенсора 
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Рис. 4. Частотні залежності максимальної 

температури вібророзігріву 
 

Висновки 
 
Дано постановку задачі про вимушені осеси-

метричні резонансні коливання і вібророзігрів 
в'язкопружної циліндричної оболонки з п'єзо-
електричними сенсорами при врахуванні темпе-
ратурної залежності властивостей пасивного і 
п'єзоактивного матеріалів. Показано, що враху-
вання взаємозв'язаності механічних і теплових 
полів приводить до зменшення ізотермічної резо-
нансної частоти і трансформації частотних за-
лежностей амплітуд прогину, температури вібро-
розігріву оболонки та показника сенсора в нелі-
нійні характеристики м'якого типу. 
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