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Поведінка трубопроводу на рухомій основі 
при імпульсному збуренні коливань 

 
Досліджується задача коливань трубопро-

воду з рідиною на рухомій основі. Труба кругово-
го перетину консольно закріплена на  рухомій 
основі. Розглядається поведінка системи при 
імпульсному збуренні основи трубопроводу. 
Отримано графіки коливання кінця труби для 
різних швидкостей потоку рідини, включаючи 
випадок, коли рідина залишається нерухомою. 
Проаналізовано вплив швидкості руху рідини на 
поведінку системи та розглянуто умови, за яких 
система може приймати альтернативне поло-
ження рівноваги. 
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Behavior of pipeline on a moving base with 
impulse excitation of oscillations 

 
The problem of oscillations of pipeline with 

flowing liquid on a moving foundation is under con-
sideration. The system consists of tube of circular 
cross-section, attached as cantilever to a moving 
foundation. We consider the behavior of the system 
under impulse disturbance of the pipeline base. The 
plots of oscillations of the free end of the pipe for 
different velocities of fluid flow have been obtained, 
including the case when the fluid remains station-
ary. The influence of the fluid velocity on the behav-
ior of the system and the conditions under which the 
system can obtain alternative equilibrium have been 
analyzed. 
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Вступ 
 
Метою даної роботи є аналіз характеру коли-

вань системи при короткотривалому імпульсно-
му збуренні основи трубопроводу. В якості тако-
го збурення розглядаємо поштовх основи трубо-
проводу за гармонічним законом в поперечному 
напрямку відносно труби. Для дослідження цієї 
задачі використовуємо нелінійну постановку, яка 
враховує можливість малих рухів основи трубо-
проводу в поперечному та поздовжньому нап-
рямках. Така постановка також дозволяє врахува-
ти прикладення зосереджених сил саме до точок 
закріплення трубопроводу, а не розподілених по 
всій довжині труби.  

Механічна система (рис. 1) складається з ру-
хомої основи, рух якої вважаємо заданим, трубо-
проводу, який описується моделлю пружної бал-
ки зі згинною жорсткістю EJ, площею попереч-
ного перерізу F та масою TPM l  , де   – ліній-
на густина, а l – довжина трубопроводу, й ідеаль-
ної, однорідної, нестисливої рідини, яка має масу 

PM l   (  – лінійна густина рідини), та руха-
ється в трубопроводі з заданою постійною швид-
кістю. Вважаємо, що рух системи відбувається в 
одній площині. 

В більшості попередніх робіт [1-3] основа тру-
бопроводу вважається нерухомою, а силова вза-
ємодія може бути врахована лише за рахунок 
включення відповідних членів у вираз потенці-
альної енергії системи. Але такий підхід не до-
зволяє отримати реальні переміщення основи 
трубопроводу в будь-який момент часу. Модель 
для дослідження поведінки трубопроводу у ви-
падку імпульсного збурення було побудовано на 
основі підходів робіт [1, 4, 6]. Використовувався 
мішаний опис руху складових системи, що дозво-
лило отримати дискретну модель руху системи 
на основі методу модальної декомпозиції. 
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Рис. 1. Трубопровід з рідиною на рухомій основі 
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Математична модель системи 
 
Побудова моделі полягає в отриманні функції 

Лагранжа для подальшого складання рівнянь ру-
ху на основі рівнянь Лагранжа другого роду та 
детально описана в статті [6].  

Для побудови дискретної моделі системи ви-
конаємо дискретизацію функції Лагранжа за ме-
тодом Канторовича. Подамо зміщення точок тру-
бопроводу у вигляді 
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Тут N – кількість форм коливань трубопроводу. 
Оскільки трубопровід розглядаємо у набли-

женні балки, то за ( )iA x  беремо форми коливань 
труби як балки з нерухомою рідиною, виражені 
через функції Крилова. В результаті дискре-
тизації функції Лагранжа рівняння Лагранжа 
другого роду набудуть вигляду 
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ijkld  є квадратурами 
від відомих форм коливань ( )iA x  по відомій об-
ласті та визначаються чисельно.  

Підставимо замість члену рівнянь руху, що мі-
стить rc , його лінійне представлення та проведе-
мо заміну змінних. При проведені підстановки 
можна обмежитись тільки лінійними членами 
рівнянь, оскільки ми розглядаємо величини тіль-
ки до третього порядку малості. 

Отримана система рівнянь описує рух трубо-
проводу при заданому законі вібрації основи.  

Систему рівнянь руху шляхом зниження по-
рядку можна легко звести до форми Коші та інте-
грувати чисельно методом Рунге – Кута. Для ви-
падку сумісного руху трубопроводу з рідиною, 
необхідно вирішити лінійну алгебраїчну задачу, 
щоб всі рівняння системи містили другу похідну 
по змінній в лівій частині та вирази відносно 
змінних та їх перших похідних в правій частині. 
В цілому система рівнянь руху є нелінійною си-
стемою звичайних диференціальних рівнянь від-
носно амплітудних параметрів деформації трубо-
проводу.  

 
Аналіз руху системи трубопровід – рідина 
при поздовжній вібрації основи 
 
В результаті чисельного моделювання було 

отримано та проаналізовано дані про поведінку 
системи трубопровід – рідина при коротко-
часному імпульсному збуренні основи в попереч-
ному напрямку 1 1O z  відносно труби (рис. 1). 
Труба довжиною 1 м виготовлена із алюмінію. 
Швидкість руху рідини вздовж трубопроводу 
вважається постійною. 

У випадку імпульсного збурення задаємо за-
кон руху основи трубопроводу у вигляді z   

sinA t   при [0, ]t   ; 0z   при [ , )t    . 
Параметр А впливає на амплітуду імпульсу 

збурення. Параметр   впливає на тривалість та 
плавність імпульсу. В нашому випадку обираємо 
відносно невелику частоту = 20, що приблизно 
дорівнює половині власної частоти першої фор-
ми коливань балки. При такому співвідношенні 
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початкове збурення буде діяти приблизно на про-
тязі повного періоду першої форми коливань. 

Зауважимо, що критична швидкість течії ріди-
ни 94,20KPV м/с, а власна частота першої фор-
ми коливань балки 1 40,27  . Відлік часу про-
водиться в періодах першої форми коливань 

1 0,1567 cT  . 
Для різних параметрів збурення A ,   та різ-

них швидкостей рідини в трубі V  шляхом чи-
сельного моделювання знайдено графіки руху 
вільного кінця балки по осі Oz  та порівняльні 
графіки впливу форм коливань на процес руху 
системи. Наведемо графіки найбільш характер-
них випадків, на яких продемонструємо основні 
закономірності та залежності процесу коливань 
від обраних параметрів. 
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Рис. 2. Графік коливань кінця труби при 

V = 0 м/с; 0,1A  ; = 20 
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Рис. 3. Графік коливань кінця труби при 

V = 5 м/с; 0,1A  ; = 20 
 

В першу чергу розглянемо випадок, коли рі-
дина залишається нерухомою, тобто швидкість 
потоку рівна V = 0 м/с (рис. 2). Бачимо, що спо-
чатку відхилення кінця труби різко зростає за 
рахунок дії імпульсу, а потім амплітуда коливань 
набуває певного сталого значення і майже не 

змінюється із часом. Картина коливань має регу-
лярний характер. 

Якщо розглянути процес коливань трубопро-
воду з рідиною, що рухається, після такого са-
мого імпульсу (рис. 3), побачимо, що наявність 
рухомої рідини якісно впливає на розвиток коли-
вань. Спостерігається зміна амплітуди коливань 
із часом, що спричинена дією сил інерції Коріо-
ліса та відцентрової сили, що діє з боку рідини на 
стінки труби. Бачимо, що кінець трубопроводу 
зазнає більших відхилень, ніж у попередньому 
випадку. 
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Рис. 4. Графік коливань кінця труби при 

V = 5 м/с; 0,05A  ; = 20 
 

На графіку рис. 4 бачимо, що невелика швид-
кість потоку рідини, біля 0,25 KPV , може також 
мати стабілізуючу дію для процесу коливань. От-
римавши збурення за рахунок імпульсу, система 
переходить до дуже малих, порівняно з величи-
ною імпульсу, коливань відносно початкового 
положення. Варто зазначити, що у випадках з ам-
плітудами 0,06A   та 0,04A  , амплітуди коли-
вань набагато більші, ніж у випадку 0,05A  . 

 

0 20 40

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

 
Рис. 5. Графік коливань кінця труби при 

V = 10 м/с; 0,05A  ; = 20 
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Явище стабілізації коливань трубопроводу та-
кож спостерігається при збільшенні швидкості 
потоку до V =10 м/с, що становить приблизно 
0,5 KPV  (рис. 5). З графіку бачимо, що амплітуда 
коливань поступово та рівномірно зменшується, 
що призводить до довготривалого процесу ко-
ливань. 
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Рис. 6. Графік першої та другої форм коливань  

V = 15 м/с; 0,05A  ; = 20 
 

Якщо збільшити швидкість потоку до 0,5 KPV , 
що становить V = 15 м/с в нашому випадку, мо-
жемо спостерігати втрату трубопроводом прямо-
лінійної стійкості та вихід системи на альтерна-
тивне положення рівноваги. На рис. 6 наведено 
порівняльний графік першої та другої форм ко-
ливань. З малюнку видно, що вихід на альтерна-
тивне положення рівноваги здійснюється за ра-
хунок зміщення по першій формі, друга форма 
продовжує коливатись відносно прямолінійного 
положення. Також бачимо, що при швидкості по-
току V = 15 м/с не спостерігається стрибкоподіб-
ного зменшення амплітуди по закінченні дії ім-
пульсу, як у всіх попередніх випадках. Амплітуда 

спадає плавно, після чого трубопровід перехо-
дить до коливань відносно певного викривленого 
положення.  

Наприкінці процесу помітним стає вплив дру-
гої форми та інших вищих форм на характер ко-
ливань. 

 
Висновки 
 
В роботі розглянуто задачу динаміки трубо-

проводу з рідиною на рухомій основі. Розроблено 
модель руху такої системи для випадку заданого 
руху основи трубопроводу. Використовуючи ме-
тод модальної декомпозиції, побудовано неліній-
ну скінченновимірну модель динаміки системи 
трубопровід – рідина для довільної кількості 
форм коливань (при чисельній реалізації прийма-
лося до уваги сім форм коливань), що дало змогу 
більш детально проаналізувати рух системи в пе-
рехідних режимах. Проаналізовано поведінку си-
стеми при збудженні руху за рахунок заданого 
поперечного імпульсу, що діє на основу трубо-
проводу на початку процесу коливань. Показано, 
що поведінка системи може якісно змінюватись 
при різних значеннях швидкості потоку рідини та 
при його відсутності. Так, при високій швидкості 
потоку рідини система може втрачати стійкість 
прямолінійної форми та здійснювати перехід до 
альтернативного положення рівноваги (при швид-
кості потоку, близькій до критичної швидкості). 
При нижчих швидкостях потік рідини має стабі-
лізуючий вплив на коливання трубопроводу. На 
відміну від випадків збурення за заданим гармо-
нічним законом, у випадку імпульсного збурення 
явище амплітудної модуляції коливань не спосте-
рігається. 
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