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Крайовий резонанс при неосесиметричній 
деформації пружного циліндра скінченної 
довжини 

 
Розглянуто явище крайового резонансу при 

неосесиметричній деформації пружного скін-
ченного циліндра. Представлено точний розв’я-
зок граничної задачі, отриманий методом су-
перпозиції. Показано, що визначник нескінченної 
системи лінійних алгебраїчних рівнянь дорівнює 
нулю при певній частоті, яка лежить нижче 
першої частоти запирання нескінченного хвиле-
воду, для достатньо довгого циліндра. Форма 
такого крайового резонансу характеризується 
локалізацією області інтенсивних рухів в околі 
торців циліндра. 
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The end resonance under non-axisymmetric 
deformation of a cylinder of finite length 

 
 
The end resonance phenomenon under the non-

axisymmetric deformation of a finite elastic cylinder 
is studied. The exact solution to the boundary-value 
problem obtained by the superposition method is 
presented. It is found that the determinant of an 
infinite system of linear algebraic equations is 
equal to zero at a particular frequency, lying below 
the lowest cut-off frequency of an infinite wave-
guide, and for a sufficiently long cylinder. The form 
of this end resonance is characterized by large 
displacements localized near the cylinder ends. 
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1. Вступление 
 
Закономерности процессов отражения и рас-

пространения гармонических волн в упругом ци-
линде были предметом многочисленных теорети-
ческих и экспериментальных исследований, веду-
щихся уже более столетия, начиная от работы 
Похгаммера [1]. В настоящее время накоплены и 
систематизированы [2, 3] обширные данные о 
свойствах распространяющихся (однородных) и 
нераспространяющихся (неоднородных) нормаль-
ных волн в бесконечном упругом цилиндре. Роль 
последних в интерпретации волнового поля про-
явилась в связи с явлением краевого резонанса 
при осесимметричных вынужденных колебаниях  
конечного и полубесконечного цилиндра [4, 5]. В 
[6, 7] отмечено, что в частных случаях, когда ко-
эффициент Пуассона  материала цилиндра ра-
вен нулю или 0,127, наблюдается «чистое» про-
явление такого резонанса в неоднородных волнах 
без связи их (через посредство граничных усло-
вий на торце цилиндра) с движениями в распро-
страняющейся моде. 

Аналогичный по свойствам (чистый) краевой 
резонанс наблюдался автором работы [8] в связи 

с экспериментальным исследованием неосесим-
метричных резонансных колебаний алюминие-
вых цилиндров. Доказательству существования 
изолированного резонанса в полубесконечном 
цилиндре для любого  посвящено сообщение 
[9]. 

В данной работе рассматривается ряд вопро-
сов о влиянии коэффициента Пуассона, геоме-
трических параметров, типа симметрии движе-
ний – неосесимметрическая антисимметрическая 
деформация – на явление краевого резонанса в 
цилиндре конечной длины. 

 
2. Неосесимметричные нормальные волны 

в бесконечном цилиндре 
 
На рис. 1 представлены дисперсионные свой-

ства неосесимметричных мод  

   1 1 1 1( , , )exp ( )exp ( )u r z i t U r i z t     
 
   

(   – порядок круговой координаты ,  – посто-
янная распространения,  – круговая частота, t – 
время) бесконечного упругого изотропного ци-
линдра ar  10 , 0 2 ,    1z  со свободной 
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от напряжений боковой поверхностью. Эти свой-
ства описываются дисперсионным уравнением 
[9] 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0,P Q C T       (1) 
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Здесь 1c  – скорость волн расширения, 2c  – ско-
рость сдвиговых волн; I  – модифицированная 
функция Бесселя порядка  . 

Результаты решения дисперсионного урав-
нения (1), определяющие допустимые значения 
  для частотного параметра 2 , представляют 
дисперсионные ветви ),( mF   в прямоугольной 
системе координат ({m, e}, 2 ). На спектре 
представлены низшие (m = 1, 2, 3)  ветви для  = 
= 0,344 и   = 2. Нормальные моды F(  , m) кру-
говых порядков 2 <   <  и других значений  не 
имеют качественных отличий от представленных 
на рис. 1 [10]. На дисперсионном спектре сплош-
ными линиями изображены действительные и 

чисто мнимые участки ветвей, штриховыми – 
проекции комплексных ветвей на действитель-
ную и мнимую плоскость. В первой моде (2, 1)F  
постоянная распространения  есть комплексной 
в области *

2 2, F    ( *
2, F  2,317 – критическая 

частота). Поэтому ниже критической частоты 
*

2 2, F    волновод заперт, вместе с тем полубес-
конечный цилиндр имеет резонанс при 2  2,135 
[7, 9]. Это предопределяет интерес к исследова-
нию резонанса в неоднородных волнах в цилин-
дре конечной длины. 

 
3. Неосесимметричные антисимметричные 

колебания цилиндра конечной длины 
 
Решение уравнений Ламе для амплитуд век-

тора перемещения ),,(~
11 zru 


 (гармонический 

множитель exp( )i t  здесь и далее опущен)  

2
1c grad div u

~ 2
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~ + 2 0~ u


 

в конечном цилиндре ar  10 , 0 2 ,     
Hz 1  строится методом суперпозиции [10] и 
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Рис. 1. Дисперсионный спектр бесконечного ци-
линдра для нормальных волн кругового порядка 
два и коэффициента Пуассона  = 0,344 
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   (3) 

Здесь ( , , )u r z
  – безразмерный вектор переме-

щения; 1r r a , 1z z a ; J  – обычная функция 
Бесселя порядка  ; j  – ненулевые корни урав-

нения ' ( ) 0jJ   , расположенные в возрастаю-
щем порядке; и 

2 2 2 2 2 2, ( 1, 2)s s j s s np q s         ; 

 1 2 / ( 1, 2, , )n n h n      . 

Аналогично [11] удается показать, что для не-
известных , ,n n jx z y  в (3) справедливы асимпто-
тические равенства 

4
0lim lim const, lim const.n j n nn n n

x y a z
  

      (4) 

Выполняя с помощью (2), (3) граничные усло-
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приходим к бесконечной системе линейных алге-
браических уравнений относительно , ,n n jx z y . 
Отнимая и прибавляя к рядам, содержащим коэф-
фициенты с неизвестными , ,n n jx z y , их асимп-
тотические значения (4), бесконечную систему 
уравнений сводим к следующей конечной системе: 
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Для замыкания системы (5) используется уравне-
ние, выражающее разность нормальных напря-
жений r  и z  на реберных окружностях 1r  и 

.hz   
 

4. Краевой резонанс в конечном цилиндре 
 
Непосредственная организация процесса вы-

числений полностью аналогична детально опи-
санному в [11] алгоритму обработки решения за-
дачи о колебаниях прямоугольника. При реше-
нии системы (5) оставлялось N = 30 неизвестных 

nx  и J = 30 неизвестных jy . Самоуравновешен-
ной нагрузке на торцах цилиндра соответство-
вали коэффициенты 1j jg    ( ij  – символ Кроне-
кера). 

Структура резонансного спектра (зависимость 
2  от h ) в области *

2 2, F    для  = 0,344 и  =2 
представлена на рис. 2. Резонансные спектры в ча-
стотном диапазоне 2 2, F    для круговых поряд-
ков  2  и других значений  не имеют каче-
ственных отличий от представленных на рис. 2. 
Для иллюстрации возможностей теоретического 
способа определения резонансных частот, на рис. 2 
приведены экспериментальные данные () работы 
[6] в диапазоне h < 2. 

Рис. 2. Резонансный спектр конечного цилиндра 
для кругового порядка два и коэффициен- 
та Пуассона  = 0,344 
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Спектр собственных частот длинного цилин-
дра при h > 3 и 2 2, E   2,134  представляет 
горизонтальное плато, соответствующее краево-
му резонансу. В связи с этим следует отметить, 
что частота краевого резонанса полубесконеч-
ного цилиндра для  = 0,3317 и  =2 заключена в 
интервале 22,13 2,14    [6].  

На рис. 3 показана форма перемещений точек 
поверхности цилиндра на частоте несколько вы-
ше 2, E  для h = 4. Поскольку *

2, 2,E F   , то такой 
краевой резонанс происходит только в неодно-
родных волнах бесконечного цилиндра для лю-
бого . 
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Рис. 2. Форма колебаний поверхности цилиндра 

при краевом резонансе 
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