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Возбуждение пространственно развитых 
волн Рэлея 

 
Приводится постановка и результаты реше-

ния граничной задачи о возбуждении гармони-
ческих волн Рэлея системой поверхностных и 
объемных внешних сил, произвольно распреде-
ленных в ограниченной области упругого полу-
пространства. 
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Введение 
 
В устройствах акустоэлектроники, ультразву-

кового контроля поверхности металлопроката и в 
ряде других технических приложений исполь-
зуются источники поверхностных акустических 
волн (волн Рэлея), что формируют на поверх-
ности и в объеме упругого полупространства 
систему нагрузок, которые не обладают осевой 
симметрией. Естественно, что формируемые ими 
волновые поля также не обладают осевой 
симметрией. В этой связи становится актуальной 
задача определения амплитудных множителей 
волн Рэлея, возбуждаемых системой объемных и 
поверхностных нагрузок, которые произвольным 
образом распределены в ограниченной области 
упругого полупространства. 

 
Постановка задачи 
 
Предположим, что в некоторой конечной об-

ласти изотропного упругого полупространства 
(рис. 1) с плотностью 0  и с модулями упругости 
  и G  заданы гармонически изменяющиеся во 
времени t  по закону i te  1( i ;   – круговая 
частота) внешние силы.  

На площадке S  (рис. 1) заданы амплитуды 
поверхностных плотностей внешних сил 

3 1 2( , )j x x  ( 1, 2, 3)j , а в объеме V  – амплиту-

ды объемных плотностей ( )j jf x . Будем пола-
гать, что в области 03 x  отсутствуют матери-
альные объекты, т. е. находится вакуум. 
 

 
Рис. 1. Расчетная схема задачи 

 
Указанная система внешних сил возбуждает 

волны Рэлея, которые распространяются в ради-
альных направлениях вдоль поверхности 03 x  
полупространства, и невзаимодействующие сфе-
рические продольные и поперечные волны, кото-
рые уносят энергию источника внешних сил в 
объем полупространства [1]. 
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Вектор смещения ( ) i t
ju x e   материальных ча-

стиц изотропного полупространства должен удо-
влетворять уравнениям установившихся гармо-
нических колебаний 

( 2 )graddiv ( ) rot rot ( )j jG u x G u x  
   

2
0 ( ) ( ) 0j ju x f x   

   jx V  ,   (1) 

где V  – объем полупространства. 
Деформации, которые возникают при смеще-

ниях материальных частиц, сопровождаются уп-
ругими напряжениями ( ) i t

ij jx e  , амплитуды ко-
торых на поверхности S   03 x  полупростран-
ства должны удовлетворять третьему закону 
Ньютона, т. е. 

 3 3( ) ( ) 0j j j j jx x x S     . (2) 

Решения неоднородной граничной задачи (1), 
(2), т. е. компоненты ( )k ju x  вектора смещения 

( )ju x  должны удовлетворять условиям физичес-
кой реализуемости источника упругих возмуще-
ний, т. е. предельным условиям следующего вида 

 
( )

lim ( ), 0k j
k jR

j

u x
Ru x R

x

     
, (3) 

где R  – расстояние от источника, т. е. от области 
  SV  существования внешних сил. 

 
Результаты решения граничной задачи 
 
Общее решение однородной граничной зада-

чи, которая соответствует задаче (1), (2) при 
( ) 0jf x 


 и 3 ( ) 0j jx   достаточно просто полу-

чается при использовании представления Гельм-
гольца ( ) grad ( ) rot ( )j j ju x x x   

 , где ( )jx  и 

( )jx


 – амплитудные значения скалярного и 
векторного потенциалов. Проводя вычисления в 
цилиндрической системе координат ( , , )z   
(рис. 1), можно показать, что пространственно 
развитые волны Рэлея определяются скалярным 
потенциалом и двумя, не равными нулю, компо-
нентами ( , , )z    и ( , , )z    векторного 
потенциала. При этом компоненты вектора сме-
щения материальных частиц определяются сле-
дующими соотношениями: 
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 (4) 

где m  – элемент ряда натуральных чисел; ( )m RR   
– амплитудный множитель m -ой цилиндричес-
кой гармоники; R  – волновое число волны 
Рэлея; 

2 2( , ) [ 2 ( )]z z
R R RR z e e 

        

– функция распределения по глубине полупро-
странства радиальных смещений материальных 
частиц;   и   – отстающие по фазе на 2  про-
екции волновых векторов 


k  и sk


 взаимодей-

ствующих продольных (  ) и сдвиговых ( s ) 
гармонических волн, которые распространяются 
со скоростями 0( 2 )G  v  и 0s G v  со-
ответственно. При этом 2 2 2

Rk     и 2 2 2
s Rk   , 

а волновые числа  ,   и R  удовлетворяют ус-
ловию существования рэлеевской волны, т. е. 
трансцендентному уравнению следующего вида: 

2 2 2 2( ) ( ) 4 0R R R R        , 

где 2
R R   . Символами (2) ( )RH     ; 1m m   в 

соотношениях (4) обозначены функции Ханкеля 
второго рода. Распределение аксиальных смеще-
ний материальных частиц полупространства оп-
ределяется функцией 

2 2 2( , ) [ 2 ( )]z z
z R R RW z e e       . 

Амплитудный множитель ( )m RR   определяет-
ся из решения неоднородной граничной задачи 
(1), (2), которое, благодаря условию (3), осуще-
ствляется с помощью интегральных преобразо-
ваний Ханкеля [2]. Выражение для его расчета 
записывается в следующем виде: 
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Рассмотрим модельный пример. 
Предположим, что на поверхности полупро-

странства в круге R   задана гармонически из-
меняющаяся во времени по закону i te   аксиаль-
ная нагрузка с амплитудой поверхностной плот-
ности  0( ) , 0zz R R       . При этом воз-
буждаются осесимметричные, радиально распро-
страняющиеся волны Рэлея. Из общих соотноше-
ний (4) следует, что смещения материальных 
частиц упругого полупространства определяются 
следующим образом: 
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где 
0

0 1( ) ( ) ( )
2R R

RR i f J R
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     ; 

2 2( ) ( ) ( )R R Rf       , 

( )f   – безразмерное число, которое не зависит 
от частоты, но зависит от значений коэффициен-
та Пуассона  . Для 0,3  константа ( )f    

0,507774  . Функция Бесселя первого порядка 

1( )RJ R  определяет влияние размеров площадки 
нагружения на эффективность возбуждения уль-
тразвуковых волн на заданной частоте смены 
знака внешних сил. Эта функция убывает с рос-
том частоты (безразмерного волнового числа 

RR ), а на частотах, которым соответствуют вол-
новые числа 3,8317RR  , 7,0156RR  , RR   

10,1735  и т. д., обращается в нуль. Сообразно 
этому изменяются амплитудные значения смеще-
ний материальных частиц во фронте рэлеевской 
волны. 

Указанные особенности частотно зависимого 
изменения амплитуд смещений объясняются  ин-
терференцией волновых полей, которые излуча-
ются в упругую среду различными участками де-
формируемого твердого тела, находящимися в 
области действия внешних сил. 

 
Выводы 
 
Впервые, в приближении дальнего поля, реше-

на задача о возбуждении радиально распростра-
няющихся, пространственно развитых волн Рэлея. 
Полученные результаты могут быть использова-
ны при разработке излучателей ультразвуковых 
волн в устройствах акустоэлектроники и неразру-
шающего контроля листового металлопроката. 
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