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Неразрезная полосовидная пластинка, 
ослабленная трещиной 
 

Построено эффективное приближённое ре-
шение задачи о напряжённом состоянии нераз-
резной полосовидной пластинки, лежащей на n 
опорах и ослабленной прямолинейной трещиной. 
С помощью обобщённой схемы метода инте-
гральных преобразований и метода трёх момен-
тов задача сведена к сингулярному интеграль-
ному уравнению, которое решалось методом 
ортогональных многочленов. Указана скорость 
сходимости метода. 
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The effective approximate solution of the prob-

lem of the stress state of the continuous band-
shaped plate supported with n fixed bearings and 
weakened by a crack. With the help of the genera-
lized scheme of the integral transformation method 
and the method of the three moments the problem 
was reduced to a singular integral equation, which 
is solved by the orthogonal polynomials method. 
The rate of convergence of method is shown. 
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Введение 
 
Задачи о напряжённом состоянии конструк-

ций с дефектами типа трещин и жёстких включе-
ний рассматривались в работах многих отечест-
венных и зарубежных учёных [1, 2]. При расчётах 
элементов конструкций в машиностроении и 
строительных конструкций часто возникают за-
дачи о неразрезных пластинках с промежуточны-
ми опорами и с дефектами типа трещин. К таким 
задачам сводится также расчёт коробчатых обо-
лочек и складчатых конструкций [3, 4]. В настоя-
щей работе с помощью обобщённой схемы мето-
да интегральных преобразований и метода трёх 
моментов построено приближённое решение для 
неразрезной полосовидной пластинки при нали-
чии трещины, перпендикулярной краям пластин-
ки. Задача сведена к бесконечной системе линей-
ных алгебраических уравнений типа Пуанкаре – 
Коха [2], допускающей применение метода ре-
дукции. 

 
Постановка задачи 
 
Рассматривается задача о напряжённом состо-

янии неразрезной полосовидной пластинки a   

x b  , y  , шарнирно опёртой по краям 
x a , x b . Вдоль прямых kx a  ( ka a kl  ,  

1, 1k n  , ( )l b a n  , 2n  ) пластинка также 
шарнирно опирается на 1n   неподвижную опо-
ру. На интервале { ( 1; 1), 0}x y    между m -ой 
и ( 1)m  -ой опорами пластинка имеет трещину, к 
берегам которой приложен изгибающий момент 
интенсивности ( )f x . 

Такая задача математически эквивалентна за-
даче отыскания решения бигармонического урав-
нения Софи Жермен 

2 ( , ) 0w x y  ,  a x b  ,  kx a   ( 1, 1k n  ), 

 y    ,   ( 1;( , 1) {) 0}x y    , (1) 

удовлетворяющего условиям шарнирного опира-
ния по краям пластинки 

 , :x a b    0xw M  , (2) 

условиям на опорах 

 kx a  ( 1, 1k n  ):  0x xw M   , (3) 

условиям затухания на бесконечности 
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 y   :    , , , 0y y yw M V   (4) 

и условию на трещине 

 ( 1; 1)x  , 0 :y   

 0yw V      ,   ( )yM f x . (5) 

При этом в (1) – (5) w  – прогиб пластинки; x , 

y  – углы поворота; xM , yM  – изгибающие мо-
менты; xV , yV  – обобщенные перерезывающие 
силы; ...   – скачки соответствующих величин на 
указанных линиях. 

 
Сингулярное интегральное уравнение 

 
Введём неизвестную функцию 

 0 :y      ( ) wx y
 


. (6) 

Очевидно, 0( )x   ( | | 1x  ). 
Применяя к задаче (1) – (5) полное преобразо-

вание Фурье 

 ( ) ( , ) i yx w x y e dyw




  
 , 

 ( , ) 1 ( )2
i yw xy dw x e






  
 


 (7) 

и обобщённую схему метода интегральных пре-
образований, следуя [2], сведем данную задачу к 
сингулярному интегральному уравнению 

 
1

*

1

( , ) ( ) ( )K x d f x


       ( 11 x   ), (8) 

где  
*( , )K x  y 

*
0, 0

( , , , )
y

G x y
 

  . 

Здесь *( , , ),G x y   – двумерная функция Гри-

на краевой задачи (1) – (4), y ,  – дифферен-
циальные операторы 

y 
2 2

2 2D
y x

  
      

,   
2 2

2 2D
  

      
, 

D  – цилиндрическая жёсткость пластинки,   – 
коэффициент Пуассона. 

Как показано в [2], ядро интегрального урав-
нения (8) допускает представление 

2
*

2
(1 )(3 )( , ) ln | | ( , )4

dx xK K x
dx

         


, 

где ( , )K x   – бесконечно дифференцируемая 
функция. 

В дальнейшем, так же, как и в [5], мы исполь-
зуем другое представление ядра *( , )K x  . Функ-
ция *( , , , )xG y   на интервале 1m mxa a    мо-
жет быть определена как сумма прогиба 

,( , ),G yx    шарнирно опёртой пластинки 

1{ , }m mx a ya     под действием сосре-
доточенной в точке ( ),   силы и прогиба пла-
стинки от действия распределенных на её краях 

mx a , 1mx a   моментов интенсивности ( , )m y  , 

1( , )m y  , компенсирующих согласно методу 
трёх моментов [6] влияние остальной части пла-
стинки: 

 *( , , , ) ( , , , )yG x y G x       

0

(1 , )m mxG a


     

 1 1( , ) cos ( )m mx a y dG
 

   





 ,  

где m , 1m  – трансформанты Фурье компенси-
рующих моментов: 

 
1

1

( )

( , )

,m m

m m

m

m

G a
A

G a

x

ax

a





 

 
      




 


 
. (9) 

Здесь ( , )G x   – трансформанта Фурье функ-
ции Грина ,( , ),G yx   ,  

 0

10 0

1 2 0

1
1 QT T

T T
A

Q
    

  


 
 , 

2
2

2
0 01(1 )T Q Q T   ,   0 2T T

B , 

1 1
2 1

1
2 1

m m

m mQ q q
q q

 



,  

2 2
1 2 2 1

2 1 1
1 2 2 1

m n m n

m n m n

q q q qQ
q q q q

 

 





, 

2
ch 1

2 sh2sh
T l l

ll
 





, 

2

2
cch sh

2 s
h

h2sh
l l l l lB ll

     
 

 , 

2
1,2 ( ) 1q B T B T  . 

При этом ,( , ),G yx    допускает представле-
ние 
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0

, , ( , )c( , ) )1 os (y x yG x G d



      
  , 

которое можно переписать, применяя конечное 
синус-преобразование Фурье по x , в виде 

  3
1

12, ,
4

( , ) k

k k

y
y aG bx





 


 
  

   

 sin ( )sin ( )k m k mx a a     ,  k l
k   . 

Таким образом, 

(1 )(3 )( , ) 2( )K x b a
    


    

0
1

lim sin ( )sin ( )k y
k k ky

k
e x a a







         

 2
0 1

0

1 ( ) ( ) (1 ) ( )m m m ma x a x a


              

2
1 2 3( ) ( ) (1 ) ( )m m m ma x a x a d             , 

где ( )i   ( )i   ( , 1i m m  ) – функции, воз-
никающие при применении метода трёх момен-
тов и допускающие представление 

2
0 1

2
1 2 3

( ) ( ) (1 ) ( )
( ) ( ) (1 ) ( )

m

m

A


          
              

. 

При этом 3
0{ }i i  – фундаментальная базисная 

система решений следующей краевой задачи: 

2 ( )L u F x ,  1m ma x a     ( 2''Lu u u   ); 

0, :x l    0u Lu  , 

имеющая вид 

1
0

sh ( )( ) ( , )
sh

m
m

a xaxx L x
l

G   
   


, 

1( ) ( , )maGx xx



     

1
12

ch ( )ch ( )sh ( )
2 sh2 sh

m
m

l l l x a xa x
ll



   

    
  

, 

2 1
sh (( ) ( ,

s
))

h
m

m
G
x

x ax L x a
l




 
  


, 

13( ) ( , )m
G
xx x a 
 


  

2
ch ( )ch ( )sh ( )

2 sh2 sh
m m

m
l l x a x ax a

ll
   

    
  

 

и обладающая свойством 

1 0L   ,    3 2L   . 
 

Приближённое решение 
 
Решение интегрального уравнения (8) будем 

искать с помощью метода ортогональных много-
членов [2] в виде ряда по многочленам Чебышева 
второго рода 

 2

0
( ) 1 ( )k k

k
x x U x





    , (10) 

где k  – коэффициенты разложения, подлежа-
щие определению. 

Подставляя (10) в (8), получим 

1
* 2

0 1

( , ) 1 ( ) ( )k k
k

K x U d f x


 

          ( | 1|x  ). 

Умножив последнее равенство на функцию 
21 ( )nx U x  и проинтегрировав по переменной 

x  в пределах от 1  до 1, получаем бесконечную 
систему линейных алгебраических уравнений 

 
0

kn k n
k

A f




    ( 0,n   ). (11) 

При этом 
(1) (2)

kn kn knA A A  , 
где 

(1)

1

(1 )(3 )
2( )kn i ki ni

i
A T Tb a





     
  , 

2
1

1

1 ( )sin ( )ki k i a dT U


       . 

Как следует из формул 7.354 [7], 

 1( 1) ( ( ))sin 2ki k
ii k J b a kT ab a

     


 . 

Кроме того, 

0

1
(2) ( ) (1 )

m

kn ki ki
k m

A I P d




  


   . 

Здесь 
1 2
1

( ) 1 ( )ki k iI U d


        – решение сис-
темы линейных алгебраических уравнений, ана-
логичной (9): 

, 1, 1

km

k m

k

k m

m PI
A

PI 


  

   
, 

1
2 2

0 1
1

1 ( ) ( ) (1 ) ( )km kU x dP x


             , 
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, 1 2
2

3

1
2

1

1 ( ) ( ) (1 ) ( )k m kU dP x x


           , 

1

2
1

( ) 1 ( )n nf x U x dxf x


  . 

Как следует из формулы 1.4.8 [8], knA  облада-
ет асимптотикой 

 2 ( )[( 1) 2] ( )k n
kn kn eA On      , k n  , 

где   – некоторая постоянная, а kn  – символ 
Кронекера. 

Таким образом, полученная бесконечная сис-
тема линейных алгебраических уравнений явля-
ется системой Пуанкаре – Коха [2] и допускает 
численное решение методом редукции. При этом 
решение системы (11)   0k k




  убывает при k  

экспоненциальным образом, что обеспечивает хо-
рошую сходимость метода. 

Как показано в [2], коэффициент интенсивно-
сти напряжений вблизи концов трещины опреде-
ляется по формуле 

0
I

1
2 k

k
K





  , 

причём в силу вышесказанного 
( )

I I ( )N NK K O e  ,  N  , 

где ( )
I

NK  – приближённое значение коэффициен-
та интенсивности для размерности 1N   редуци-
рованной системы уравнений (11). 
 

Заключение 
 

Найдено эффективное приближённое решение 
задачи для трещины в неразрезной полосовидной 
пластинке. Получена оценка скорости сходимо-
сти метода. Следует отметить, что этим способом 
можно построить решение и для произвольно 
ориентированной трещины. 
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