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Термопружна трансформація міжфазних 
щілин з теплопроникним заповнювачем, 
періодично розташованих у біматеріаль-
них структурах 

 
Сформульовано контактні задачі термо-

пружності для біматеріалу з періодичною сис-
темою міжфазних тріщин та контактної пари 
з періодичною системою міжконтактних зазо-
рів, зумовлених початковою регулярною тексту-
рою поверхні одного з тіл. Міжфазні тріщини 
та міжконтактні зазори заповнені теплопро-
никним середовищем, вплив якого на теплообмін 
моделюється термоопором, залежним від висо-
ти зазорів або розкриття тріщин. Кожну з по-
ставлених контактних задач зведено до систе-
ми нелінійних сингулярних інтегро-диференці-
альних рівнянь з ядром Гільберта. Числові ре-
зультати наведені для випадку періодичної сис-
теми зазорів, коли форма регулярної текстури 
поверхні описується деякою неперервно-дифе-
ренційованою функцією. 
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Thermoelastic transformation of interfacial 
separations with heat-permeable filler 
arranged periodically in bimaterial 
structures 

 
The thermoelastic contact problems for a bima-

terial with a periodic array of interfacial cracks and 
a contact pair with a periodic array of intercontact 
gaps due to initial regular surface texture of one of 
the solids are formulated. The interfacial cracks 
and the intercontact gaps are filled with a heat-
permeable medium. Its influence on heat exchange 
is modeled by thermal resistance that is dependent 
on a height of the gaps or a opening of the cracks. 
Each of the stated contact problems is reduced to a 
system of non-linear singular integro-differential 
equations with Hilbert kernel. Numerical results are 
presented for the case of the periodic array of gaps 
when the shape of the regular surface texture is 
described by a certain smooth function. 
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Вступ 
 
Середовище (газ, рідина) у щілинах, розташо-

ваних вздовж поверхонь розмежування компонент 
кусково-однорідних тіл, істотно впливає на їх 
термомеханічну поведінку. Раніше вивчено [1-5] 
контактні і приповерхневі напруження у бімате-
ріальній композиції з урахуванням теплопровід-
ності заповнювача поодинокої щілини, яка вини-
кає у двох практично важливих випадках: 1) роз-
криття міжфазної тріщини та 2) виникнення зазо-
ру на поверхні спряження компонент внаслідок 
наявності на одній з них поверхневої виїмки. 

У цій статті досліджено термопружну трансфор-
мацію періодичної системи міжфазних тріщин та 
інтерфейсних зазорів, що містять теплопроникне 
середовище. 

Періодична система міжфазних тріщин 
 
Розглянемо біматеріальне тіло, компоненти 

якого характеризуються однаковими модулями 
зсуву G  та коефіцієнтами Пуассона   і різними 
коефіцієнтами теплопровідності 1 , 2  та коефі-
цієнтами лінійного теплового розширення 1 , 

2 . На лінії з’єднання компонент біматеріалу з 
періодом d  розташовані міжфазні тріщини одна-
кової довжини 2a  ( 2a d ) (рис. 1). Порожнини 
тріщин заповнені теплопроникним середовищем 
з коефіцієнтом теплопровідності c . На ділянках 
поза тріщинами між компонентами біматеріалу 
реалізується ідеальний тепловий та механічний 
контакт. На безмежності біматеріал піддається дії 
розтягувальних зусиль p  і теплового потоку q , 
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прикладених нормально до міжфазної границі. 
В межах кожного періоду вплив тріщини з 

заповнювачем на температурне поле біматеріалу 
моделюватимемо термоопором [1, 5] 

 ( ) ( ) cR x h x  , (1) 

де ( )h x  – нормальне розкриття тріщини. 
Узагальнюючи методику [1] на випадок періо-

дичної системи тріщин, температурне поле і на-
пружено-деформований стан у біматеріалі подає-
мо через нормальне розкриття ( )h x , стрибок тем-
ператури ( )x  та стрибок дотичних переміщень 

( )U x  між поверхнями кожної з тріщин, для ви-
значення яких отримуємо систему нелінійних син-
гулярних інтегро-диференціальних рівнянь (СІДР) 
з ядром Гільберта 

  ( )1 ( ) ctg ( ) ( )2

a

av
a

t xh t dt x S xd d





        , (3) 

 ( ) ( )( )ctg( ) 2

a
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x t xt dt qh x d d


       , (4) 
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де ( ) 2S x Kp  , | |x a , 1 2 1 22 ( )      , K   
4(1 ) G   , 2 1

     , (1 )j j j j       – 
термічна дистортивність [6] компонент біматеріа-

лу ( 1, 2j  ), 
2

2
1 ( )

d
av d

x dxd 
    – усереднений 

стрибок температури [7]. 
Шукані функції ( )h x , ( )x , ( )U x  повинні за-

довольняти умови [8] 

 ( ) 0h a  ,   ( ) 0a   ,   ( ) 0U a  . (6) 

За допомогою заміни змінних tg( )x d   , 
tg( )t d   , tg( )a d    система СІДР (3) – (5) 

з ядром Гільберта зводиться до системи СІДР з 
ядром Коші 

 2
( )( ) ( )2 1

avh dd S
 


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           
    , (8) 
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1 2

2(1 ) 2(1 )K G G
 

 
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До розв’язування системи СІДР (7) – (9) адап-
товано ітераційну процедуру, розроблену в [1] 
для випадку поодинокої теплопроникної тріщини 
на лінії з’єднання компонент біматеріалу. 

 
Періодична система міжконтактних зазорів 
 
Розглянемо контакт двох півбезмежних тіл, 

матеріали яких характеризуються різними меха-
нічними і термічними властивостями. До контак-
ту поверхня нижнього тіла є ідеально плоскою, а 
поверхня верхнього тіла має регулярний рельєф, 
утворений періодичною системою виїмок одна-
кової форми ( )r x  завдовжки 2b  кожна, розташо-
ваних з періодом d . 

Тіла контактують під дією стискальних зу-
силь p  та теплового потоку q , нормальних до ін-
терфейсу між тілами. Внаслідок початкової ре-
гулярної текстури межі верхнього тіла між по-
верхнями, що контактують, утворяться періодич-
но розташовані зазори (рис. 2), висота ( )h x  і дов-
жина 2a  ( )a b  яких невідомі та залежать від 
прикладеного термомеханічного навантаження. 
Вважаємо, що кожен зазор містить теплопроник-
не середовище з однаковим коефіцієнтом тепло-
провідності c . Його вплив на контактний тепло-
обмін моделюватимемо термоопором (1), де ( )h x  
відповідає висоті зазору. На ділянках налягання 
поверхонь тіл сили тертя відсутні, а тепловий 
контакт є ідеальним. 

Застосовуючи метод функцій міжконтактних 
зазорів [9],  сформульовану контактну задачу зво- 

Рис. 1. Біматеріал з періодичною 
системою міжфазних тріщин 

1 
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димо до системи нелінійних СІДР відносно ви-
соти зазорів ( )h x  та стрибка температури ( )x  
між їх поверхнями. Вона має вигляд (3), (4), де 

( )1( ) ( )ctg 2

b

b

Kpt xS x r t dtd d


   . 

Шукані функції ( )h x , ( )x  задовольняють 
умови [3, 4]: 

 ( ) ( ) 0a a      ,   ( ) ( ) 0h a h a    . (10) 

До розв’язування отриманої системи СІДР за-
стосовано розроблену в [4] аналітично-числову 
методику для випадку поодинокого теплопроник-
ного зазору на інтерфейсі між двома тілами, в ос-
нову якої покладено метод послідовних набли-
жень та розвинутий в [3] аналітично-числовий 
підхід до розв’язування СІДР типу Прандтля у 
класі функцій, рівних нулю разом з їх першими 
похідними в кінцях відрізку інтегрування. 

 
Приклад 
 
Нижче наведено результати числових розра-

хунків для випадку періодичної системи заповне-
них зазорів на інтерфейсі між двома тілами, коли 
текстура поверхні одного з тіл описується непе-
рервно-диференційованою функцією 

 
3/22

0 2
tg ( )( ) 1
tg ( )

x dr x r
b d

 
    

,   0 r b .  

Для їх ілюстрації введено наступні безрозмір-
ні параметри: висоту зазору h h d , стрибок 
температури d   , коефіцієнт теплопровіднос-

ті міжконтактного середовища c c    , стис-
кальні зусилля p Kp , тепловий потік 1q b q  , 
максимальну висоту виїмок 0 0r r d , довжину ви-
їмок b b d , термічну дистортивність 2 2 1    , 
контактний тиск P KP . 

Не обмежуючи загальності, надалі вважатиме-
мо, що 2 1  , тобто термічна дистортивність ма-
теріалу верхнього тіла є меншою, ніж термічна 
дистортивність матеріалу нижнього тіла. За тако-
го припущення алгебраїчний знак q  вказує на 
напрям прикладеного теплового потоку: знак плюс 
означає, що тепловий потік напрямлений до ма-
теріалу з меншою термічною дистортивністю; 
знак мінус – з більшою. 

Числові розрахунки проведено для 0 0,001r  , 
0,3b   та 2 0,5  . 

На рис. 3 – 5 зображено розподіли безрозмір-
них висоти зазору h , модуля стрибка темпера-

Рис. 3. Висота зазору 

Рис. 4. Стрибок температури між 
берегами зазору 

Рис. 2. Контакт тіл з періодичною 
системою міжконтактних зазорів 
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тури   між берегами зазору та контактного тис-
ку P  відповідно за фіксованого силового наван- 

 

таження 0,005p  . На цих рисунках крива 1 від-

повідає 0,1q  , 0,005c  ; 2 – 0,1q  , 0,01c  ; 
3 – 0,1q   , 0,005c  ; 4 – 0,1q   , 0,01c  . 

У разі теплового потоку до тіла з більшою тер-
мічною дистортивністю (штрихові криві) збіль-
шення коефіцієнта теплопровідності заповнюва-
ча зумовлює зменшення максимальних значень 
висоти зазору (рис. 3) та модуля стрибка темпе-
ратури між його берегами (рис. 4). Якщо тепло-
вий потік має протилежний напрям (суцільні кри-
ві), збільшення коефіцієнта теплопровідності се-
редовища в зазорі зумовлює збільшення макси-
мального значення висоти зазору (рис. 3) та змен-
шення абсолютного максимального значення 
стрибка температури (рис. 4). Як і у випадку тер-
мопружного контакту тіл за наявності поодино-
кого міжповерхневого зазору, зумовленого виїм-
кою на поверхні одного з тіл [2, 4], вплив кое-
фіцієнта теплопровідності заповнювача зазору на 
розподіл контактного тиску проявляється незнач-
но для двох напрямів теплового потоку (рис. 5). 

Робота виконана за часткової фінансової під-
тримки НАН України (гранту 23-08-12) та ДФФД 
(проект № Ф 53.1/026). 
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