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Вивчення динамічного поводження неодно-
рідних тіл, зумовленого локальним силовим на-
вантаженням є актуальним завданням сучасних 
інженерних досліджень в механіці [3], [5].  

Як відомо, пряме використання класичного 
аналітичного підходу до побудови розв’язків 
відповідних початково-крайових задач – методу 
інтегрального перетворення Лапласа у випадку 
неоднорідних чи кусково-однорідних тіл створює 
значні труднощі при переході від трансформант 
до оригіналів. Особливо це стосується двовимір-
них чи просторових випадків, коли виникає по-
треба у проведенні одночасного обернення інте-
гральних перетворень за часовою і просторовою 
змінними [6]. Навіть у випадку, коли інтегральне 
перетворення за просторовою змінною здійсню-
ється із дискретним спектром [6], проведення ма-
тематично обґрунтованого обернення інтеграль-
ного перетворення Лапласа викликає значні труд-
нощі. Тому багато авторів вдаються до числових 
способів обернення або безпосередньо до число-
вих схем розв’язування задач математичної фізи-
ки, що може суттєво спотворити не лише кількіс-
ні характеристики явища, що досліджується, а й 
якісну картину нестаціонарного процесу.  

Нами пропонується застосовувати до таких за-
дач метод поліномів Лагерра [4]. У зв’язку з цим 
розглядається композитне тіло, що складається з 
M циліндричних шарів з різними фізико-меха-
нічними властивостями. Внутрішньому циліндру 
відповідає індекс 1i  , а зовнішньому i M . Ци-

ліндри припасовані один до одного таким чином, 
що впродовж усього процесу деформування між 
ними виконуються умови ідеального механічного 
контакту. 

 
Рис. 1. Схема задачі 

Джерелом нестаціонарних процесів вважа-
ється самозрівноважене нормальне навантаження 
внутрішньої та зовнішньої поверхні композит-
ного циліндра, локально розподілене за кутовою 
змінною (рис. 1). Рівняння динамічної задачі те-
орії пружності 
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сформульовані в термінах ключових функцій, що 
мають конкретний механічний зміст – об’ємного 
розширення  
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де ( )( , , )iu     і ( ) ( , , )i   v  – радіальна та кутова 
компоненти вектора переміщення в i -му ци-
ліндрі. 

Рівняння (1), (2) розглядаються з нульовими 
початковими умовами 
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               , (3) 

крайовими умовами для 1-го та M -го циліндрів 
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де Mr R , 1,0 Mc t R  , 1, 1, 1,0i ic c c , 2, 2, 1,0i ic c c , 
2

1, 2,i i ic c  , i i MR R  ; 0,MR R  – зовнішній та 
внутрішній радіуси композитного циліндра; iR  – 
радіус поверхні поділу матеріалів i -го та ( 1)i -го 
циліндра; 1, ic , 2,ic  – швидкості поширення хвиль 
розширення та зсуву у матеріалі i -го циліндра; 

1,0c  – швидкість поширення хвиль розширення в 
деякому матеріалі (вибирається залежно від зав-
дань числового аналізу); 0( , )P    і ( , )MP    – за-
дані, відповідно, на внутрішній та зовнішній по-
верхнях композитного циліндра нормальні зусилля. 

Застосування інтегрального перетворення Ла-
герра [4] за часовою змінною та скінченого інте-
грального перетворення Фур’є [6] за кутовою 
змінною до рівнянь (1), (2) із урахуванням почат-
кових умов (3), фізичних умов симетрії та періо-
дичності призводить до послідовностей звичай-
них диференціальних рівнянь                                . 
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– зображення за Лагерром,  

 
( ) ( )
,

( ) ( )
, 0

( ) ( , ) cos
( ) ( , )sin

i i
n m n
i i

n m n

md
md

       
 

       
  

– зображення за Фур’є,   – масштабний множ-
ник. 

Загальний розв’язок послідовностей (8), (9), як 
відомо [7], має вигляд алгебричної згортки 
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де , ,k i k ic    , ( ) ( ) ( ) ( )
, , , ,, , ,i i i i

n j m n j m n j m n j mA B C D     – набір 
сталих, а , ( )j mG x  та , ( )j mW x  – лінійно незалежні 
послідовності фундаментальних розв’язків рів-
нянь (8) чи (9), які з використанням методу 
невизначених коефіцієнтів можна подати у 
вигляді 
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де I ( )x  і K ( )x  – модифіковані функції Бесселя, 
а коефіцієнти ,j ka  визначаються із рекурентних 
співвідношень  
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де , 0j ka   при k j  і ,0ja  – довільні. 
Для подальших викладок за виглядом ключо-

вих функцій віднайдемо трансформанти компо-
нент вектора переміщень  
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Зокрема, це можна зробити, увівши в розгляд 
функції ( )
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Безпосередня підстановка подань (14) у системи 
(13) призводить до двох відокремлених рівнянь 
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При знаходженні розв’язків (15) і (16) було 
використано відому з дискретного аналізу фор-
мулу 
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, ( )i
n mu   і  

, ( )i
n m v , можна знайти транс-

форманти компонент тензора напружень 

 
 

 
( )

, , ,2( 2) 2
i i

n m n mi
i n

i

u 
    

 
,  

  
( ) ( )

, , ,( ) ( )
, ,

1i i
n m n mi i

n m n m
i

mu v 
   

  

v , (17) 

де i  – модуль зсуву. Із використанням подань 
(17) і (14), задовольняючи трансформованим кра-
йовим умовам і умовам спряження одержано 
послідовності рекурентних систем алгебричних 
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В системах (18) коефіцієнти матриці не зале-
жать від n , а права частина із ростом n  попов-
нюється одержаними при попередніх значеннях 
n  розв’язками. 

Блочно-теплицева структура матриці  ,
m
k lb  

систем (16) дає змогу із використанням проце-
дури Гаусса звести їх до трикутного вигляду 
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де величини ,
m
i jb  та ,

m
n iH  пов’язані із відповідни-

ми ,
m
i jb  та ,

m
n iH  через рекурентні співвідношення. 

Трикутна структура систем (19) дає змогу одер-
жати її точний рекурентний розв’язок для довіль-
ного числа складових циліндра M . 

Знайшовши послідовно із систем (19) всі 
( ) ( )

, ,,i i
n j m n j mA B  , ( ) ( )

, ,,i i
n j m n j mC D  , одержимо трансфор-

манти  
, ( )i

n m   і  
, ( )i

n m  , із використанням яких 
оригінали відповідних величин відновлюються за 
формулами 
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           . (20) 

Аналогічно до (20), із використанням співвід-
ношень (14) – (17) відновлюються оригінали ком-
понент вектора переміщень та тензора напру-
жень. 
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