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Запропоновано підхід до побудови аналітич-

ного розв’язку осесиметричної задачі термо-
пружності для суцільного циліндра скінченної 
довжини у випадку нагріву частини бічної по-
верхні. З використанням методу перехресної су-
перпозиції розв’язок задачі для напружень знай-
дено у вигляді сум рядів Фур’є та Бесселя – Діні. 
Для визначення коефіцієнтів цих рядів отрима-
но нескінченну систему лінійних алгебричних рі-
внянь, для розв’язання якої застосовано моди-
фікований метод редукції. 
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An approach for construction of an analytical 

solution to the axially symmetric thermoelasticity 
problem for a solid cylinder of finite length is pre-
sented for the case of partial heating of its lateral 
surface. By making use of the method of cross-wise 
superposition, the solution for stresses is construc-
ted by decompositions into Fourier and Bessel – Di-
ni series. For determination of the coefficients in 
these series, a infinite system of linear algebraic 
equations is obtained and then solved by means of 
an advanced reduction algorithm . 
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Вступ 
 
Побудова розв’язків переважної більшості дво- 

та тривимірних крайових задач теорії пружності 
й термопружності зазнає ускладнення у випадку, 
коли крайові умови задано негладкими чи роз-
ривними функціями. Це пов’язано із повільним 
асимптотичним згасанням коефіцієнтів розви-
нень заданих на межі тіла функцій у ряди при 
використанні методу відокремлення змінних, що 
негативно позначається на ефективності отрима-
них розв’язків крайових задач, особливо для тіл 
скінченних розмірів з кутовими точками. 

У цій статті розвинуто методику побудови 
аналітичного розв’язку осесиметричної задачі 
термопружності для суцільного скінченного ци-
ліндра з теплоізольованими торцями за нагріву 
бічної поверхні по рівновіддаленій від торців 
частині бічної поверхні. Уся поверхня циліндра є 
вільною від силових навантажень. У випадку без-
межно довгого циліндра задачу про осесиметрич-
ний нагрів частини бічної поверхні розв’язано в 
[1] за сталого розподілу температурного поля у 
межах термічно навантаженої ділянки бічної по-

верхні. Для скінченного циліндра таку задачу із 
використанням методу суперпозиції розв’язано у 
роботі [2]. Для розв’язання отриманої у результа-
ті застосування такого підходу нескінченної си-
стеми лінійних алгебричних рівнянь, яка відобра-
жає зв’язок наявних у виразах для шуканих ком-
понент тензора напружень вільних сталих із кра-
йовими умовами, використано алгоритм простої 
редукції, який не забезпечує прийнятної точності 
задоволення крайових умов для даної задачі вна-
слідок слабкого асимптотичного згасання відпо-
відних коефіцієнтів розвинень крайових умов у 
ряди за радіальною та осьовою координатами. 
Тут для подолання цієї проблеми використано 
алгоритм покращеної редукції, який базується на 
теорії лімітант та законі асимптотичних виразів 
Б. М. Кояловича і розвинутий в роботах А. Ф. 
Улітка [3]. Цей підхід враховує асимптотичну 
поведінку невідомих нескінченної алгебричної 
системи рівнянь і значно підвищує ефективність 
розв’язку. У випадку силової задачі такий підхід 
використано, зокрема, у роботах [4, 5]. 
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Постановка задачі 
 
Розглянемо пружний суцільний циліндр скін-

ченної довжини 0 ,r a   0 2 ,     | |z h , 
віднесений до циліндричної системи координат 
( , , )r z . Тут ,r z  – безрозмірні радіальна та 
осьова координати, a та 2h – відповідно безроз-
мірні радіус та довжина твірної циліндра. Торці 
циліндра вважаємо теплоізольованими 

 0,T z hz
   


, (1) 

а на бічній поверхні підтримується температура, 
задана наступним законом: 

 0 0

0 0

( ), [ , ],
0, [ , ] \ [ , ],

z z h h
T r a

z h h h h
  

    
, (2) 

де 0h h , а функція ( )z  є гладкою та непарною. 
Ставиться задача визначення напруженого стану 
циліндра внаслідок стаціонарного розподілу тем-
ператури, спричиненого крайовими умовами (1), 
(2) за відсутності зовнішніх зусиль на поверхні 
циліндра. 
 

Побудова розв’язку 
 
Внаслідок крайових умов (1), (2) розподіл тем-

ператури і, як наслідок, шуканий напружений 
стан є симетричними відносно осі циліндра. Тем-
пературне поле знайдемо зі стаціонарного рів-
няння теплопровідності [6] у вигляді розвинення 
в ряд Фур’є 

 0
0

1 0

( ) cos
( )

n
n n

n n

I k rT T T k z
I k a





  , (3) 

де 0

0 0
1{ , } ( ){1, 2cos } ,

h
n nT T z k z dzh    nk n h  , 

( )mI r  – модифікована функція Бесселя першого 
роду m-го порядку. 

Для визначення напруженого стану циліндра 
внаслідок дії температурного поля (3) використа-
ємо класичний підхід [6, 7], який полягає у по-
данні компонентів тензора напружень у вигляді 
двох складових  

 ( ) ( ), , { , , }T T
rz rz rz r z 

              . (4) 

Складові з верхнім індексом (Т), спричинені гра-
дієнтом температури (3), знайдено з використан-
ням потенціалу Папковича – Гудьєра у вигляді 
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де (1 )K E  ;  ,   – коефіцієнти Пуассона та 
лінійного температурного розширення. 

Напруження (5) спричинюють виникнення зу-
силь на бічній поверхні та торцях циліндра. Задля 
забезпечення умов вільної від напружень поверх-
ні циліндра, скористаємося поданням (4), взявши 
для складових, позначених зірочкою, крайові умо-
ви у вигляді 
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Для визначення цих складових розв’язку вико-
ристаємо метод перехресної суперпозиції [6, 7]. 
Скористаємось виразом [7] бігармонічної функції 
Лява 
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0 0, , , ( , 1, 2, ...)j nB D Y X j n   – невідомі коефіцієн-
ти; j  – додатні корені рівняння 1( ) 0J a  ; 0 ( ),J r  

1( )J r  – функції Бесселя першого роду нульового і 
першого порядків, 1 0( 1) [ 2 ( ) ( )]n

n n n n ns T k a I k a I k a   . 
Вирази для компонентів тензора напружень вста-
новимо із використанням (7) та співвідношень 
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Знайдені у такий спосіб дотичні напруження 
тотожно задовольняють умови (6) на повній по-
верхні циліндра, а радіальні та осьові напружен-
ня набувають вигляду 
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Підстановкою виразів (8) у крайові умови (6), 
праві частини яких попередньо розвинуто у ряди 
Фур’є за осьовою та Бесселя – за радіальною ко-
ординатою, приходимо до двох систем лінійних 
алгебричних рівнянь, перша з яких для елемен-
тарних частин напружень має вигляд 
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а друга є такою: 
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  . 

Побудова розв’язку системи рівнянь (9) не 
викликає ускладнень. Для розв’язання ж нескін-
ченної системи рівнянь (10) скористаємося алго-
ритмом удосконаленої редукції [3, 6, 7], який 
ґрунтується на застосування закону асимптотич-
них виразів Б. М. Кояловича 

lim lim const 0n jn j
X Y G

 
    . 

Слід зауважити, що ефективність такого під-
ходу залежить від швидкості згасання вільних 
членів у рівняннях системи (10), які виражаються 
через коефіцієнти розвинень крайових умов у 
відповідні ряди. Внаслідок розривності чи не-
гладкості крайових умов таке асимптотичне зга-
сання є доволі повільним, що суттєво ускладнює 
побудову розв’язку системи (10). Для подолання 
цієї проблеми скористаємось підходом [3-5], 
згідно з яким перейдемо до нових змінних 
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де (1), , (1),n jx o n y o j    . Внаслідок 
підстановки (11) в систему (10) остання набуває 
вигляду 
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Зауважимо, що вільні члени системи (12) зга-
сають, принаймні, на порядок швидше, ніж у сис-
темі (10), внаслідок чого система (12) є регу-
лярною і може бути розв’язаною з використан-
ням алгоритму простої редукції, поклавши 0nx   
( )n N  та 0jy   ( )j J , де N та J – певні зна-
чення відповідних індексів. Після визначення на-
борів 1{ , ... , , 0, ...}Nx x , 1{ , ... , , 0, ...}Jy y  та сталої 
G із (12), на основі (11) знайдемо коефіцієнти 
напружень (8). 

 
Числовий приклад 
 
Розглянемо розрахунок напруженого стану 

циліндра 1a h   у випадку нагріву бічної по-
верхні (2), де 1) 0( ) constz     та 2) ( )z   

2 2 2
0 0 03( ) /(2 )z h h     і 0 1 2.h   Розподіли раді-

альних напружень за осьовою координатою на-
ведено на рис. 1. 

 

  
Рис. 1. Розподіл радіальних напружень у циліндрі 

за осьовою координатою 
 

Розраховані напруження задовольняють одно-
рідні крайові умови і з віддаленням від бічної по-
верхні чинять розтяг у межах нагрітої ділянки 

0 0[ , ]z h h   та стиск за її межами. При цьому 
напруження поблизу серединного поперечного 
перерізу циліндра є більшими у випадку функції 
нагріву 2), яка забезпечує ту ж середню темпера-
туру нагріву, що й 1), однак є розподіленою не-
рівномірно і зростає при наближенні до середини 
нагрітої ділянки поверхні. Поблизу торців різни-
ця між випадками 1) та 2) є незначною. Для ра-
діусів менших за 0,5r   розподіл напружень 
зберігається практично таким же, як і для вказа-

ного радіусу. Слід відзначити, що використання 
запропонованого підходу дозволило розрахувати 
напружений стан з похибкою 0,1% задоволення 
напруженнями (8) крайових умов (6) за 5N J  . 

 
Висновок 
 
Методом удосконаленої редукції розв’язано 

нескінченну систему лінійних алгебричних рів-
нянь, до якої зводиться осесиметрична задача 
термопружності для суцільного циліндра скін-
ченної довжини за негладкого та розривного тем-
пературного навантаження бічної поверхні. Ви-
користання такого підходу дозволяє здійснювати 
розрахунок напруженого стану у циліндрі з висо-
кою точністю задоволення крайових умов за за-
стосування до розв’язання вказаної нескінченної 
системи алгоритму простої редукції з урахуван-
ням невеликої кількості рівнянь та невідомих. 
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