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Розширення сфери застосування математичної 

логіки в інформатиці й програмуванні зумовило 
створення різноманітних логічних систем. Такі 
системи зазвичай базуються на апараті класичної 
логіки предикатів. Проте класична логіка має 
принципові обмеження, що робить актуальною 
проблему побудови нових логічних формалізмів 
на єдиній для логіки й програмування концепту-
альній основі. Програмно-орієнтовані логічні 
формалізми, збудовані на базі спільного для логі-
ки й програмування композиційно-номінативно-
го підходу, названо композиційно-номінативни-
ми логіками (КНЛ). Такі логіки базуються на за-
гальних класах часткових відображень, заданих 
на довільних наборах іменованих значень. Побу-
довано низку КНЛ (див., напр., [1–4]), що знаходя-
ться на різних рівнях абстрактності й загальності.  
Нові класи першопорядкових композиційно-

номінативних логік часткових квазіарних преди-
катів запропоновано в [5]. Характерною особли-
вістю таких логік є використання композицій 
розширеної реномінації (перейменування), що 
дає змогу явно задавати відсутність значення для 
предметних імен. За допомогою розширеної ре-
номінації визначаються композиції розширеної 
квантифікації (розширені квантори).  
Дана стаття є є безпосереднім продовженням  

роботи [5], її метою є дослідження семантичних 

властивостей чистих першопорядкових КНЛ з 
розширеними реномінаціями (ЧКНЛРР). Сфор-
мульовано та доведено критерій строго неіс-
тотності предметного імені, записаний з викорис-
танням розширених кванторів, описано власти-
вості відношення логічного наслідку для множин 
формул мови ЧКНЛРР. Такі властивості є семан-
тичною основою побудови для ЧКНЛРР числень 
секвенційного типу. 
Поняття, які тут не визначаються, тлумачимо 

в сенсі робіт [1, 2, 5]. Дотримуємось позначень 
роботи [5]. 

1. Композиції розширеної реномінації та 
розширеної квантифікації 

Композиції розширеної реномінації для квазі-
арних предикатів задаємо за допомогою операцій 
розширеної реномінації для іменних множин.  
Нагадаємо, що V-іменна множина (V-ІМ) над 

A – це однозначна функція δ : V→A. Тут V і A –
множини предметних імен і предметних значень. 

V-ІМ подаємо у вигляді [v1֏a1,...,vn֏an,...]. 

Для V-ІМ вводимо [1, 5] операцію ∇ накладки, 
операції ||–х та ||–Х видалення компоненти з іменем 
х∈V та видалення компонент з іменами із Х ⊆ V.  

Операцію 1 1

1

,..., , ,...,
 ,..., , ,..., :n m

n

v v u u
x xr ⊥ ⊥

V
А

 → VA розширеної 

реномінації задамо так:  
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1 1

1

,..., , ,...,
 ,..., , ,..., ( )n m

n

v v u u
x xr ⊥ ⊥ δ =  

1 1{ ,..., , ,..., }||−= δ +
n mv v u u [v1֏δ(x1),...,vn֏δ(xn)].  

Зокрема,  ( ) || .x
xr ⊥ −δ = δ  

Тут ⊥ – спеціальний символ, який вказує на 
відсутність значення для відповідного верхнього 
імені.  
Ввівши позначення y  для y1,...,

 yn, будемо та-

кож скорочено писати ,
 ,
v u
xr ⊥  замість 1 1

1

,..., , ,...,
 ,..., , ,...,

n m

n

v v u u
x xr ⊥ ⊥ . 

Операція ,
 ,
v z
yr ⊥  монотонна:  

d1 ⊆ d2  ⇒ , ,
 , 1  , 2( ) ( )v z v z
y yr d r d⊥ ⊥⊆ .  

V-квазіарним предикатом на А назвемо функ-
цію вигляду P : VA → { T, F}. 
Тут VA – множина всіх V-ІМ над A, {T, F} – 

множина істиннісних значень. 
Область істинності та область хибності 

предиката P : VA → { T, F}  – це множини   
T(P) = {d∈VA | P(d)↓ = T},  
F(P) = {d∈VA | P(d)↓ = F}. 

Композицію розширеної реномінації (розши-
рену реномінацію) ,

,Rv u
x ⊥  визначаємо так:  

, ,
,  ,R ( )( ) ( ( ))v u v u

x xP d P r d⊥ ⊥=  для всіх d∈VA. 

Ім’я х∈V строго неістотне для , ,
, ,R ( )v u x

y P⊥ ⊥ .  

Справді, для всіх d∈VA та a∈A маємо:  
, ,
, ,R ( )v u x

y P⊥ ⊥ (d∇x֏a) = , ,
, ,R ( )v u x

y P⊥ ⊥ (d║-х).  

Властивості композицій ,
,Rv u

x ⊥  аналогічні від-

повідним властивостям композиції Rv
x  (див. [5]). 

Похідні композиції розширеної квантифікації 
(розширені квантори) ∃∃∃∃⊥⊥⊥⊥x та ∀∀∀∀⊥⊥⊥⊥x, які враховують 
відсутність значення для квантифікованого імені, 
визначаються так:  

∃∃∃∃⊥⊥⊥⊥xP = ∃∃∃∃xP ∨∨∨∨ R ( );x P⊥   

∀∀∀∀⊥⊥⊥⊥xP = ∀∀∀∀xP&R ( ).x P⊥   

Із визначення випливає, що для ∃∃∃∃⊥⊥⊥⊥x та ∀∀∀∀⊥⊥⊥⊥x ви-
конуються наступні співвідношення: 

T(∃∃∃∃⊥⊥⊥⊥xP) ⊇ T(∃∃∃∃xP);  F(∃∃∃∃⊥⊥⊥⊥xP) ⊆ F(∃∃∃∃xP);  
T(∀∀∀∀⊥⊥⊥⊥xP) ⊆ T(∀∀∀∀xP);  F(∀∀∀∀⊥⊥⊥⊥xP) ⊇ F(∀∀∀∀xP).  

Композиції ,
,R ,v u

y ⊥  ∃∃∃∃⊥⊥⊥⊥x та ∀∀∀∀⊥⊥⊥⊥x зберігають [5] ек-

вітонність предикатів.  
Для еквітонних предикатів маємо (див. [5]): 
1) T(∃∃∃∃⊥⊥⊥⊥xP) = T(∃∃∃∃xP);  

F(∃∃∃∃⊥⊥⊥⊥xP) =F (R ( ))x P⊥ ⊆ F(∃∃∃∃xP);  

2) T(∀∀∀∀⊥⊥⊥⊥xP) = T ( ( ))xR P⊥ ⊆ T(∀∀∀∀xP);   

F(∀∀∀∀⊥⊥⊥⊥xP) = F(∀∀∀∀xP). 

Основні властивості композицій ∃∃∃∃⊥⊥⊥⊥x та ∀∀∀∀⊥⊥⊥⊥x в 
цілому аналогічні (див. [5]) відповідним власти-
востям композицій ∃∃∃∃x та ∀∀∀∀x. Розглянемо деталь-
ніше властивості, пов’язані з неістотністю імен. 
Нагадаємо, що ім'я x∈V строго неістотне для 

V-квазіарнoго предиката P, якщо для довільних 
d∈VA та a∈A маємо  P(d∇x֏a) = P(d ||–х). 

Для довільних d∈VA та a∈A маємо:  
∃∃∃∃⊥⊥⊥⊥хР(d∇x֏a) = (∃∃∃∃xP R ( )x P⊥∨ )(d∇x֏a) = 

= (∃∃∃∃xP R ( )x P⊥∨ )( d ||–х) = ∃∃∃∃⊥⊥⊥⊥хР(d ||–х); 

∀∀∀∀⊥⊥⊥⊥хР(d∇x֏a) = (∀∀∀∀xP&R ( )x P⊥ )(d∇x֏a) = 

= (∀∀∀∀xP&R ( )x P⊥ )( d ||–х) = ∀∀∀∀⊥⊥⊥⊥хР(d ||–х).  

Таким чином, ім’я х∈V строго неістотне для 
∃∃∃∃⊥⊥⊥⊥хР та ∀∀∀∀⊥⊥⊥⊥хР.  

Твердження 1. Нехай х∈V строго неістотне 
для Р; тоді R ( ).xP P⊥=  
Якщо х строго неістотне для Р то для довіль-

них d∈VA та a∈A маємо 
Р(d) = Р(d ||–х) =R ( )( ).x P d⊥  Отже, R ( ).xP P⊥=  

Твердження 2. Нехай х∈V строго неістотне 
для Р; тоді Р = ∃∃∃∃хР та P = ∀∀∀∀хР.  
Припустимо супротивне: х∈V строго неістот-

не для Р, проте Р ≠ ∃∃∃∃хР. Тоді для деякого d∈VA 
маємо Р(d) ≠ ∃∃∃∃хР(d). Нехай ∃∃∃∃хР(d) = T, тоді 
Р(d∇x֏a) = T для деякого a∈A. Але х строго 

неістотне для Р, тому Р(d∇x֏a) = Р(d), звідки 

Р(d) = T = ∃∃∃∃хР(d) – суперечність із Р(d) ≠ ∃∃∃∃хР(d). 
Нехай ∃∃∃∃хР(d) = F, тоді Р(d∇x֏a) = F для всіх 

a∈A. Але х строго неістотне для Р, тому для кож-
ного a∈A маємо Р(d∇x֏a) = Р(d), звідки Р(d) = 

= F = ∃∃∃∃хР(d), що суперечить Р(d) ≠ ∃∃∃∃хР(d). Нехай 
∃∃∃∃хР(d)↑, тоді Р(d∇x֏a)↑ принаймі для одного 

a∈A. Але х строго неістотне для Р, тому маємо 
Р(d∇x֏a) = Р(d), звідки Р(d)↑ – суперечність із 

Р(d) ≠ ∃∃∃∃хР(d).  
Подібним чином доводиться, що при х строго 

неістотному для Р маємо P = ∀∀∀∀хР  

Твердження 3. Якщо ім’я х∈V строго неістот-
не для Р, то Р = ∃∃∃∃⊥⊥⊥⊥хР та P = ∀∀∀∀⊥⊥⊥⊥хР.  
Якщо х строго неістотне для Р, то в силу твер-

дження 2 маємо Р = ∃∃∃∃хР та P = ∀∀∀∀хР. Але в силу 
твердження 1 тоді R ( ).xP P⊥=  Звідси отримуємо 

Р = ∃∃∃∃хР R ( )x P⊥∨ = ∃∃∃∃⊥⊥⊥⊥хР та Р = ∀∀∀∀хР&R ( )x P⊥ = ∀∀∀∀⊥⊥⊥⊥хР.  

Твердження 4. Р = ∃∃∃∃⊥⊥⊥⊥хР ⇒ х строго неістотне 
для Р.  
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Припустимо супротивне: Р = ∃∃∃∃⊥⊥⊥⊥хР, проте для 

деяких d∈VA та a∈A маємо Р(d∇x֏a) ≠ Р(d ||–х). В 

силу Р = ∃∃∃∃⊥⊥⊥⊥хР тоді маємо Р(d ||–х) = ∃∃∃∃⊥⊥⊥⊥хР(d ||–х) = 

= ∃∃∃∃хР(d ||–х) R ( )x P⊥∨ (d ||–х). Водночас ∃∃∃∃хР(d ||–х) = 

= ∃∃∃∃хР(d∇x֏a) та R ( )x P⊥ (d ||–х) = R ( )x P⊥ (d∇x֏a), 

тому отримуємо ∃∃∃∃хР(d ||–х) R ( )x P⊥∨ (d ||–х) = 

= ∃∃∃∃хР(d∇x֏a) R ( )x P⊥∨ (d∇x֏a) = ∃∃∃∃⊥⊥⊥⊥хР(d∇x֏a) = 

= Р(d∇x֏a). Отже, Р(d ||–х) = Р(d∇x֏a), що супе-
речить припущенню..  
Звідси отримуємо: P = ∀∀∀∀⊥⊥⊥⊥хР ⇒ ¬¬¬¬P = ¬¬¬¬∀∀∀∀⊥⊥⊥⊥хР ⇒ 

⇒  ¬¬¬¬P = ∃∃∃∃⊥⊥⊥⊥х¬¬¬¬Р  ⇒  х строго неістотне для ¬¬¬¬Р  ⇒  
⇒  х строго неістотне для Р. Враховуючи цей 
факт, із тверджень 3 і 4 дістаємо критерій строго 
неістотності предметного імені, записаний з ви-
користанням розширених кванторів:  
Теорема 1. Р = ∃∃∃∃⊥⊥⊥⊥хР ⇔ х строго неістотне 

для Р ⇔ P = ∀∀∀∀⊥⊥⊥⊥хР.  

Мова ЧКНЛ з розширеними реномінаціями. 
ЧКНЛ з розширеними реномінаціями (ЧКНЛРР) 
можна трактувати як підрівень ЧКНЛ. 
З формального погляду мова ЧКНЛРР відріз-

няється лише дещо відмінними параметрами 
(парами імен) символів реномінації (нижнім іме-
нем може бути спеціальний символ ⊥). Визначен-
ня формули та відображення інтерпретації зада-
ються аналогічно випадку традиційних ЧКНЛ. Те 
саме стосується визначень істинної (неспростов-
ної) формули, виконуваної формули, тавтології, 
відношень тавтологічного наслідку, логічного на-
слідку, слабкого логічного наслідку, тавтологіч-
ної еквівалентності, логічної еквівалентності, 
строгої логічної еквівалентності. Для ЧКНЛРР 
справджується теорема  еквiвалентностi, вона 
теж формулюється (див. [5]) у двох формах – для 
відношення ∼ та відношення ∼TF .  
Для семантичних моделей ЧКНЛРР, як і для 

семантичних моделей ЧКНЛ, маємо умову наяв-
ності нескінченної множини VT тотально строго 
неістотних [3, 4] імен. 
Специфічні властивості формул ЧКНЛРР по-

в'язані з композиціями розширеної реномінації та 
квантифікації, вони відображають відповідні вла-
стивості цих композицій. Такі властивості опи-
сано в [5], а в даній роботі далі зосередимося на 
властивостях відношення логічного наслідку для 
множин формул мови ЧКНЛРР.  

2. Відношення логічного наслідку для множин 
формул  

Нехай Γ ⊆ Fr та ∆ ⊆ Fr – множини формул. 

∆ є логічним наслідком Γ в моделі мови A 
(позн. Γ A|= ∆), якщо ( ) ( )A AT F

Φ∈Γ Ψ∈∆
Φ ∩ Ψ = ∅∩ ∩ . 

∆ є логічним наслідком Γ (позн. Γ |= ∆), якщо 
Γ A|= ∆ для кожної моделі мови A. 
Теорема 2 (заміни еквівалентних). Нехай 

Φ ∼TF Ψ. Тоді:   
Φ, Γ |= ∆ ⇔ Ψ, Γ |= ∆ та Γ |= ∆, Φ  ⇔  Γ |= ∆, Ψ.  

Наведемо основні властивості відношення |= 
для множин формул ЧКНЛРР. Властивості 
пропозиційного рівня такі ж, як і для ЧКНЛ: 

C) Якщо Γ∩∆ ≠ ∅, то Γ |= ∆.  
U) Нехай Γ ⊆ Λ та ∆ ⊆ Σ, тоді Γ |= ∆ ⇒ Λ |= Σ.  
¬|–) ¬Φ, Γ |= ∆ ⇔ Γ |= ∆, Φ;  
¬–|) Γ |= ∆, ¬Φ ⇔ Φ, Γ |= ∆;  
∨|–) Φ∨Ψ, Γ |= ∆ ⇔ Φ, Γ |= ∆ та Ψ, Γ |= ∆;  
∨–|) Γ |= ∆, Φ∨Ψ ⇔ Γ |= ∆, Φ, Ψ.  

Наведені нижче властивості індуковані відпо-
відними однойменними властивостями компози-
цій роширеної реномінації із використанням 
теореми заміни еквівалентних. Від аналогічних 
властивостей відношення |= для множин формул 
ЧКНЛ вони відрізняються лише використанням 

символів ,
,

v u
xR ⊥  замість символів v

xR .  

Зліва від символа ⇔ у записі такої властивості – 
виділена формула, справа – її спрощення. 

R⊥T|–) 
, ,
, , ( ),z v u

z xR ⊥ Φ Γ |= ∆ ⇔ ,
, ( ),v u

xR ⊥ Φ Γ |= ∆;  

R⊥T–|) Γ |= ∆, , ,
, , ( )z v u

z xR ⊥ Φ  ⇔ Γ |= ∆, ,
, ( );v u

xR ⊥ Φ  

Φ⊥N|–) 
, ,
, , ( ),y v u

z xR ⊥ Φ Γ |= ∆ ⇔ ,
, ( ),v u

xR ⊥ Φ Γ |= ∆;  

Φ⊥N–|) Γ |= ∆, , ,
, , ( )y v u

z xR ⊥ Φ  ⇔ Γ |= ∆, ,
, ( ).v u

xR ⊥ Φ   

Для Φ⊥N|– та Φ⊥N–| умова у∈ν(Φ).  

R⊥R|–) 
, ,
, ,( ( )),v z u t

y xR R⊥ ⊥ Φ Γ |= ∆ ⇔  

⇔ R , ,
, , ( )),v z u t

y x⊥ ⊥ Φ� Γ |= ∆;  

R⊥R–|) Γ |= ∆, , ,
, ,( ( ))v z u t

y xR R⊥ ⊥ Φ  ⇔  

⇔ Γ |= ∆, R
, ,
, , ( ));v z u t

y x⊥ ⊥ Φ�   

R⊥¬|–) 
,
, ( ),v u

xR ⊥ ¬Φ Γ |= ∆ ⇔ ,
, ( ),v u

xR ⊥¬ Φ Γ |= ∆;  

R⊥¬–|) Γ |= ∆, ,
, ( )v u

xR ⊥ ¬Φ  ⇔ Γ |= ∆, ,
, ( );v u

xR ⊥¬ Φ   

R⊥∨|–) 
,
, ( ),v u

xR ⊥ Φ ∨ Ψ Γ |= ∆ ⇔  

⇔ , ,
, ,( ) ( ),v u v u

x xR R⊥ ⊥Φ ∨ Ψ Γ |= ∆;  

R⊥∨–|) Γ |= ∆, ,
, ( )v u

xR ⊥ Φ ∨ Ψ  ⇔  

⇔Γ |= ∆, , ,
, ,( ) ( );v u v u

x xR R⊥ ⊥Φ ∨ Ψ   

R⊥∃R|–) 
, ,
, , ( ),u w x

v yR x⊥ ∃ Φ Γ |= ∆ ⇔ ,
, ( ),u w

vR x⊥ ∃ Φ Γ |= ∆  

та , ,
, , ( ),u w x

vR x⊥ ⊥ ∃ Φ Γ |= ∆ ⇔ ,
, ( ),u w

vR x⊥ ∃ Φ Γ |= ∆; 
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R⊥∃R–|) Γ |= ∆, , ,

, , ( )u w x
v yR x⊥ ∃ Φ  ⇔ Γ |= ∆, ,

, ( )u w
vR x⊥ ∃ Φ   

та  Γ |= ∆, , ,
, , ( )u w x

vR x⊥ ⊥ ∃ Φ  ⇔ Γ |= ∆, ,
, ( ).u w

vR x⊥ ∃ Φ   

Зокрема, ( ),x
yR x∃ Φ Γ |= ∆ ⇔ ∃хΦ, Γ |= ∆ та 

Γ |= ∆, ( )x
yR x∃ Φ  ⇔ Γ |= ∆, ∃хΦ.  

Властивості типу R⊥∃R можна узагальнити 
для розширених кванторів: 

R⊥∃⊥R|–) 
, ,
, , ( ),u w x

v yR x⊥ ⊥∃ Φ Γ |= ∆ ⇔  

⇔ ,
, ( ),u w

vR x⊥ ⊥∃ Φ Γ |= ∆  та  
, ,
, , ( ),u w x

vR x⊥ ⊥ ⊥∃ Φ Γ |= ∆ ⇔ ,
, ( ),u w

vR x⊥ ⊥∃ Φ Γ |= ∆.  

R⊥∃⊥R–|) Γ |= ∆, , ,
, , ( )u w x

v yR x⊥ ⊥∃ Φ  ⇔  

⇔ Γ |= ∆, ,
, ( )u w

vR x⊥ ⊥∃ Φ  та  

Γ |= ∆, , ,
, , ( )u w x

vR x⊥ ⊥ ⊥∃ Φ  ⇔ Γ |= ∆, ,
, ( ).u w

vR x⊥ ⊥∃ Φ  

Для властивостей типу R⊥∃R та R⊥∃⊥R неявно 
маємо умову { , },x u w∉  яка випливає з визна-

чення композицій реномінації , ,
, ,

u w x
v yR ⊥  та , ,

, , .u w x
vR ⊥ ⊥  

Для опису властивостей, пов’язаних з еліміна-
цією кванторів, використаємо спеціальні 0-арні 
композиції – параметризовані за предметними 
іменами предикати-індикатори εz, які визначають 
наявність в даних компоненти з відповідним 
іменем z.  
Предикати-індикатори εz задаємо [4, 6] так: 

T(εz) = {d | d(z)↑} = { d∈VA | z∉asn(d)};  
F(εz) = {d | d(z)↓} = { d∈VA | z∈asn(d)}.  

Теорема 3. Для ЧКНЛРР справджуються нас-
тупні співвідношення:  
T , ,

, ,(R ( ))u w x
v z P⊥ ∩ F(εz) ⊆ T

,
,(R ( ))u w

v xP⊥ ∃        (TR⊥∃R)   

F ,
,(R ( ))u w

v xP⊥ ∃ ∩ F(εz) ⊆ F
, ,
, ,(R ( ))u w x

v z P⊥       (FR⊥∃R) 

Доведення. Доводимо TR⊥∃R. Нехай 
d∈T , ,

, ,(R ( ))u w x
v z P⊥ ∩ F(εz), тоді d(z)↓ та 

, ,
, ,R ( )( )u w x

v z P d⊥ = T, звідки d(z)↓a для деякого a∈A та 

{ , , }( || ( ) ( )) .u w xP d u d v x d z T− + + =֏ ֏  Отже, 

{ , , }( || ( ) )u w xP d u d v x a T− + + =֏ ֏  для деякого 

a∈A, звідки (∃xP)( ,
 ,( ( ))u w
vd r d⊥ = T, тому отримуємо 

,
,R ( )( )u w

v xP d⊥ ∃ = T, що дає d∈T ,
,(R ( ))u w

v xP⊥ ∃ . Отже, 

T , ,
, ,(R ( ))u w x

v z P⊥ ∩ F(εz) ⊆ T
,
,(R ( ))u w

v xP⊥ ∃ . 

Доводимо співвідношення FR⊥∃R. Нехай 
d∈F ,

,(R ( ))u w
v xP⊥ ∃ ∩ F(εz), тоді маємо d(z)↓ та 

,
,R ( )( )u w

v xP d⊥ ∃ = F. Із останнього отримуємо 

(∃∃∃∃xР) { , }( || ( )) ,u wd u d v F− + =֏  тому для всіх b∈A 

маємо { , , }( || ( ) )u w xP d u d v x b F− + + =֏ ֏  Згідно 

з d(z)↓ маємо d(z)↓a для деякого a∈A, тоді 
{ , , }( || ( ) ( )) ,u w xP d u d v x d z F− + + =֏ ֏  звідки 

, ,
, ,R ( )( )u w x

v z P d⊥ = F, що дає d∈F , ,
, ,(R ( ))u w x

v z P⊥ . Таким 

чином, F ,
,(R ( ))u w

v xP⊥ ∃ ∩ F(εz) ⊆ F
, ,
, ,(R ( ))u w x

v z P⊥ . 

Із використанням теореми 3 отримуємо вла-
стивості елімінації кванторів під реномінацією. 

∃∃∃∃R⊥⊥⊥⊥|–) За умови z∈VT та z∉nm(Γ, ∆, ,
, ( ))u w

vR x⊥ ∃ Φ  

маємо: 
,
, ( ),u w

vR x⊥ ∃ Φ Γ |= ∆  ⇔ , ,
, , ( ),u w x

v zR ⊥ Φ Γ |= ∆, εz.  

Доводимо ⇒) Нехай ,
, ( ),u w

vR x⊥ ∃ Φ Γ |= ∆, тоді 

T(ΓA) ∩ T
,
,( ( ) )u w

v AR x⊥ ∃ Φ ∩ F(∆A) = ∅.  

Згідно теореми 3 маємо 
T , ,

, ,( ( ) )u w x
v z AR ⊥ Φ ∩ F(εzA) ⊆  T

,
,( ( ) )u w

v AR x⊥ ∃ Φ , тому 

T(ΓA) ∩ F(∆A) ∩ T
, ,
, ,( ( ) )u w x

v z AR ⊥ Φ ∩ F(εzA) = ∅.  

Отже, , ,
, , ( ),u w x

v zR ⊥ Φ Γ |= ∆, εz.  

Доводимо ⇐) Нехай , ,
, , ( ),u w x

v zR ⊥ Φ Γ |= ∆, εz, звід-

си T(ΓA) ∩ T
, ,
, ,( ( ) )u w x

v z AR ⊥ Φ ∩ F(∆A) ∩ F(εzA) = ∅. По-

кажемо, що T(ΓA) ∩ T
,
,( ( ) )u w

v AR x⊥ ∃ Φ ∩ F(∆A) = ∅, 

звідки випливає ,
, ( ),u w

vR x⊥ ∃ Φ Γ |= ∆.  

Припустимо супротивне:  
T(ΓA) ∩ T( , ,

, , ( )u w x
v z AR ⊥ Φ ) ∩ F(∆A) ∩ F(εzA) = ∅ та 

існує d таке:  d∈T(ΓA) ∩ T
,
,( ( ) )u w

v AR x⊥ ∃ Φ ∩ F(∆A).  

Маємо d∈T ,
,( ( ) ),u w

v AR x⊥ ∃ Φ  d∈T(ΓA) та d∈F(∆A). 

Із умови d∈T( ,
, ( ) )u w

v AR x⊥ ∃ Φ  тоді маємо 

{ , }|| ( )u wd u d v− + ∈֏ T(∃хΦA), звідки для деякого 

a∈A маємо { , , }|| ( )u w xd u d v x a− + +֏ ֏ ∈T(ΦA). 

Але z∉nm(Γ, ∆, ,
, ( )u w

vR x⊥ ∃ Φ ) та z∈VT, тому 

{ , , , }|| ( )u w x zd u d v x a z a− + + +֏ ֏ ֏ ∈T(ΦA),  

d ||–z + z֏a∈T(ΓA),  d ||–z + z֏a∈F(∆A). Із першого 

отримуємо d ||–z + z֏a∈T( , ,
, , ( )u w x

v z AR ⊥ Φ ), за 

визначенням εz маємо d ||–z + z֏a∈F(εzA), тому 

d ||–z + z֏a∈T(ΓA) ∩ T( , ,
, , ( )u w x

v z AR ⊥ Φ ) ∩ F(∆A) ∩ F(εzA), 

що суперечить припущенню  
T(ΓA) ∩ (

, ,
, , ( )u w x

v z AR ⊥ Φ ) ∩ F(∆A) ∩ F(εzA) = ∅.  

∃∃∃∃R⊥⊥⊥⊥f–| ) За умови z∈VT та z∉nm(Γ, ∆, ,
, ( ))u w

vR x⊥ ∃ Φ   

маємо: 
Γ |= ∆, ,

, ( )u w
vR x⊥ ∃ Φ  ⇔ Γ |= ∆, ,

, ( ),u w
vR x⊥ ∃ Φ , ,

, , ( ),u w x
v zR ⊥ Φ εz. 
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Доводимо  ⇒) Якщо Γ |= ∆, ,

, ( )u w
vR x⊥ ∃ Φ , то згід-

но U маємо Γ |= ∆, ,
, ( ),u w

vR x⊥ ∃ Φ , ,
, , ( ),u w x

v zR ⊥ Φ εz.  

Доводимо ⇐) Припустимо супротивне: 
Γ |= ∆, ,

, ( ),u w
vR x⊥ ∃ Φ , ,

, , ( ),u w x
v zR ⊥ Φ εz, водночас маємо 

Γ |≠ ∆, ,
, ( )u w

vR x⊥ ∃ Φ . Із останнього маємо, що існує 

d∈T(ΓA) ∩ F(∆A) ∩ F
,
,( ( ) )u w

v AR x⊥ ∃ Φ . Тоді d∈T(ΓA), 

d∈F(∆A) та d∈F ,
,( ( ) )u w

v AR x⊥ ∃ Φ .  

Із умови d∈F ,
,( ( ) )u w

v AR x⊥ ∃ Φ  маємо 

{ , }|| ( )u wd u d v− + ∈֏ F(∃хΦA), звідки для всіх 

a∈A маємо { , , }|| ( )u w xd u d v x a− + + ∈֏ ֏ F(ΦA) 

Але z∉nm(Γ, ∆, ,
, ( ))u w

vR x⊥ ∃ Φ  та z тотально строго 

неістотне, тому для всіх a∈A отримуємо:  
d ||–z + z֏a∈T(ΓA), d ||–z + z֏a∈F(∆A),  

d ||–z + z֏a∈F ,
,( ( ) )u w

v AR x⊥ ∃ Φ  та 

{ , , , }|| ( )u w x zd u d v x a z a− + + +֏ ֏ ֏ ∈F(ΦA).  

Із останнього маємо  
d ||–z + z֏a∈F , ,

, ,( ( ) )u w x
v z AR ⊥ Φ , за визначенням εz 

тоді d ||–z + z֏a∈F(εzA), тому для всіх a∈A маємо 

d ||–z + z֏a∈T(ΓA) ∩ F(∆A) ∩ F
,
,( ( ) )u w

v AR x⊥ ∃ Φ ∩ 

∩ F
, ,
, ,( ( ) )u w x

v z AR ⊥ Φ ∩ F(εzA). Це суперечить припу-

щенню  Γ |= ∆, ,
, ( ),u w

vR x⊥ ∃ Φ , ,
, , ( ),u w x

v zR ⊥ Φ εz.  

∃∃∃∃R⊥⊥⊥⊥v–| ) За умови { , }x u w∉  маємо: 

Γ |= ∆, ,
, ( ),u w

vR x⊥ ∃ Φ εy ⇔  

⇔ Γ |= ∆, ,
, ( ),u w

vR x⊥ ∃ Φ , ,
, , ( ),u w x

v yR ⊥ Φ εy.  

Доводимо ⇒) Якщо Γ |= ∆, ,
, ( ),u w

vR x⊥ ∃ Φ εy, то 

згідно U маємо Γ |= ∆, ,
, ( ),u w

vR x⊥ ∃ Φ , ,
, , ( ),u w x

v yR ⊥ Φ εy.  

Доводимо ⇐) Згідно теореми 3 маємо 
F ,

,( ( ) )u w
v AR x⊥ ∃ Φ ∩ F(εyA) ⊆ F

, ,
, ,( ( ) )u w x

v y AR ⊥ Φ , тому 

F ,
,( ( ) )u w

v AR x⊥ ∃ Φ ∩ F(εyA) ⊆ F
, ,
, ,( ( ) )u w x

v y AR ⊥ Φ ∩  

∩ F
,
,( ( ) )u w

v AR x⊥ ∃ Φ ∩ F(εyA). Отже, з умови 

T(ΓA) ∩ F (∆A) ∩ F
, ,
, ,( ( ) )u w x

v y AR ⊥ Φ ∩ F
,
,( ( ) )u w

v AR x⊥ ∃ Φ ∩
∩ F(εyA) = ∅ випливає  
T(ΓA) ∩ F (∆A) ∩ F

,
,( ( ) )u w

v AR x⊥ ∃ Φ ∩ F(εyA) = ∅, 

тобто Γ |= ∆, ,
, ( ),u w

vR x⊥ ∃ Φ , ,
, , ( ),u w x

v yR ⊥ Φ εy ⇒ 

⇒ Γ |= ∆, ,
, ( ),u w

vR x⊥ ∃ Φ εy.  

∃∃∃∃R⊥⊥⊥⊥d–| ) Γ |= ∆, ,
, ( )u w

vR x⊥ ∃ Φ  ⇔ εy, Γ |= ∆, ,
, ( )u w

vR x⊥ ∃ Φ  

та Γ |= ∆, ,
, ( ),u w

vR x⊥ ∃ Φ , ,
, , ( ),u w x

v yR ⊥ Φ εy.  

Доводимо ⇒) Якщо Γ |= ∆, ,
, ( ),u w

vR x⊥ ∃ Φ  то 

згідно U маємо Γ |= ∆, ,
, ( ),u w

vR x⊥ ∃ Φ , ,
, , ( ),u w x

v yR ⊥ Φ εy та 

εy, Γ |= ∆, ,
, ( )u w

vR x⊥ ∃ Φ .  

Доводимо ⇐) Припустимо супротивне: 
εy, Γ |= ∆, ,

, ( )u w
vR x⊥ ∃ Φ  та 

Γ |= ∆, ,
, ( ),u w

vR x⊥ ∃ Φ , ,
, , ( ),u w x

v yR ⊥ Φ εy, проте 

Γ |≠ ∆, ,
, ( )u w

vR x⊥ ∃ Φ . Тоді маємо 

T(ΓA) ∩ F (∆A) ∩ F
,
,( ( ) )u w

v AR x⊥ ∃ Φ ≠ ∅, звідки існує 

d таке, що d∈T(ΓA) ∩ F(∆A) ∩ F
,
,( ( ) )u w

v AR x⊥ ∃ Φ .  

Можливі 2 випадки: d(y)↑ та d(y)↓.  
Якщо d(y)↑, то d∈T(εy), звідки 

d∈T(εy) ∩ T(ΓA) ∩ F(∆A) ∩ F
,
,( ( ) )u w

v AR x⊥ ∃ Φ , що 

суперечить умові εy, Γ |= ∆, ,
, ( )u w

vR x⊥ ∃ Φ .  

Якщо d(y)↓, то d∈F(εy); нехай d(y) = a.  
Із умови d∈F ,

,( ( ) )u w
v AR x⊥ ∃ Φ  тоді отримуємо 

{ , }|| ( )u wd u d v− + ∈֏ F(∃хΦA). Звідси маємо 

{ , , }|| ( )u w xd u d v x b− + + ∈֏ ֏ F(ΦA) для всіх b∈A, 

зокрема, { , , }|| ( )u w xd u d v x a− + + ∈֏ ֏ F(ΦA), 

тому { , , }|| ( ) ( )u w xd u d v x d y− + + ∈֏ ֏ F(ΦA), зві-

дки d∈F , ,
, ,( ( ) )u w x

v y AR ⊥ Φ . Отже, d∈T(ΓA) ∩ F(∆A) ∩ 

∩ F
,
,( ( ) )u w

v AR x⊥ ∃ Φ ∩ F
, ,
, ,( ( ) )u w x

v y AR ⊥ Φ ∩ F(εy), що 

суперечить Γ |= ∆, ,
, ( ),u w

vR x⊥ ∃ Φ , ,
, , ( ),u w x

v yR ⊥ Φ εy.  

Окремими випадками властивостей ∃R⊥|–, 
∃R⊥f–|, ∃R⊥v–|, ∃R⊥d–| є відомі [4] властивості елі-
мінації кванторів ∃|–, ∃f–|, ∃v–|, ∃d–|.  

Секвенційні числення ЧКНЛРР. Властивос-
ті відношення логічного наслідку для множин фор-
мул є семантичною основою побудови числень 
секвенційного типу для ЧКНЛРР. Назвемо їх 
Q⊥SC-численнями.  
Базовими секвенційними формами числення 

Q⊥SC є |–R⊥T, –|R⊥T, |–Φ⊥N, |–Φ⊥N, |–R⊥∃R, –|R⊥∃R,  
|–R∃p, –|R∃p, |− ¬, −| ¬, |−∨, −|∨, |–R⊥R, –|R⊥R, |–R⊥¬,  
–|R⊥¬, |–R⊥∨, –|R⊥∨, |–∃, |–∃R⊥, –|∃f, –|∃R⊥f, –|∃v, –|∃R⊥v,  
–|∃d, –|∃R⊥d.  
Форми |–R∃p, –|R∃p, |− ¬, −| ¬, |−∨, −|∨, |–∃, –|∃f, –|∃v, 

–|∃d такі ж, як для QSC-числень (див. [4]).  
Форми |–R⊥T, –|R⊥T, |–Φ⊥N, |–Φ⊥N, |–R⊥∃R, –|R⊥∃R, 

|–R⊥R, –|R⊥R, |–R⊥¬, –|R⊥¬, |–R⊥∨, –|R⊥∨, |–∃R⊥, –|∃R⊥f,  
–|∃R⊥v, –|∃R⊥d відрізняються від відповідних форм 
числення QSC лише наявністю розширених рено-
мінацій.  
Наведемо тут зазначені форми з розширеними 

реномінаціями. 
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, ( )u w
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Секвенційна форма –|∃R⊥d має такий вигляд:  
, , , ,

|  | , | ,  | , ,  |

,
| ,

, ( ),      ( ), ( ), ,

( ),

u w u w u w x
v v v y

u w
v

y R x R x R y

R x
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ε ∃ Φ Σ ∃ Φ Φ ε Σ
∃ Φ Σ

. 

Можна додатково ввести похідні секвенційні 
форми, де фігурують похідні композиції розши-
реної квантифікації. Наприклад, враховуючи, що 
∃∃∃∃⊥⊥⊥⊥xΦ  – це скорочення для ∃∃∃∃xΦ ∨ R ( ),x

⊥ Φ  отриму-
ємо форму елімінації розширеного квантора 

|–∃⊥ |  | |

|

( ), ,       ( ),

,

x x
zR z R

x
− − − ⊥

− ⊥

Φ ε Σ Φ Σ
∃ Φ Σ

.  

Дослідження секвенційних числень ЧКНЛРР 
буде продовжене в наступних роботах. 

Висновки 

В роботі досліджено семантичні властивості 
нових класів першопорядкових композиційно-
номінативних логік часткових однозначних квазі-
арних предикатів. Характерною особливістю цих 

логік є використання композицій розширеної ре-
номінації та розширеної квантифікації. Це дає 
змогу явно задавати відсутність значення для 
предметних імен, тобто вилучати з вхідних даних 
компоненти з певними іменами. Сформульовано 
та доведено критерій строго неістотності пред-
метного імені, записаний з використанням роз-
ширених кванторів. Описано властивості відно-
шення логічного наслідку для множин формул, 
що є семантичною основою побудови для таких 
логік числень секвенційного типу. Секвенційні 
форми цих числень, в яких фігурують композиції 
розширеної реномінації, наведено в роботі. 
Проведене дослідження планується продовжи-

ти в плані побудови логік часткових неоднозна-
чних предикатів із композиціями розширеної 
реномінації та розширеної квантифікації.  
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