
Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка  
Серія: фізико-математичні науки  

2013, 3 Bulletin of Taras Shevchenko  
National University of Kyiv  

Series: Physics & Mathematics 
 
УДК 539.3, 544 

 
Фрейдин А. Б.1, 2, 3, д. ф.-м. н., с. н. с.,  
Морозов Н. Ф.1, д. ф.-м. н., проф., академик РАН, 
Вильчевская Е. Н.2, 3, к. ф.-м. н., доц. 
 
Моделирование фронтов химических 
реакций в деформируемых телах 

 
С позиций механики конфигурационных сил 

рассмотрено деформируемое тело, в котором 
происходит химическая реакция, локализованная 
на фронте реакции. Определяется тензор де-
формаций химических превращений, связываю-
щий отсчетные конфигурации твердых компо-
нент реакции. Затем выводится выражение  
производства энтропии на фронте реакции. В 
результате получается  выражение тензора хи-
мического сродства. Предлагается кинетичес-
кое уравнение, определяющее скорость фронта 
химической реакции как функцию нормальных 
компонент тензора сродства. 

Ключевые слова: тензор химического срод-
ства, механохимия, кинетика фронта химичес-
кой реакции. 
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Modelling chemical reactions fronts in 
deformable solids 

 
A deformable solid undergoing chemical reacti-

ons localized at the reaction front is considered 
within the frameworks of configuration forces 
concept. A chemical transformations strain tensor is 
determined that relates the reference configurations 
of solid constituents of the reaction. Then the 
expression of the entropy production at the reaction 
front is derived. As a result, the expression of the 
chemical affinity tensor is obtained. Kinetic equati-
on for chemical reactions front propagation in an 
elastic solid is formulated in a form of the depen-
dence of the front velocity on normal components of 
the chemical affinity tensor. 
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Проблемы, связанные с влиянием напряжений 
на протекание химических реакций, не могут 
быть отнесены к по-настоящему решенным, не-
смотря на то, что ставились и обсуждались на 
всем протяжении 20 века и остаются в центре 
внимания исследовательских групп в наши дни. 
В то же время новые технологические задачи тре-
буют описания влияния на кинетику структурных 
превращений различной природы не только вели-
чины напряжений, но и вида напряженного со-
стояния. 

Необходимость решения связанных задач ме-
ханохимии в постановке, явно учитывающей раз-

витие фронтов химических реакций, в частности, 
обусловлена миниатюризацией рассматриваемых 
объектов. Например, время жизни деталей ми-
кроэлектронных механических систем (МЕМС), 
выполненных из поликристаллического кремния, 
определяется ростом трещин в оксидном слое, 
который, в свою очередь, является результатом 
протекания химических реакций, скорость кото-
рых зависит от напряжений [1].  

Другой пример дают проблемы энергетики, 
которые ставят проблемы учета влияния напря-
жений на протекание химических реакций и вли-
яния химических реакций на возникновение вну-
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тренних напряжений и разрушение при форми-
ровании металлогидридов в водород-аккумули-
рующих материалах для водородного двигателя 
[2]. Внимание исследователей также привлекает 
влияние механических факторов на биохимичес-
кие процессы в растущих костях в контексте раз-
работки приспособлений для лечения отклонений 
в процессе роста костей и сокращения времени 
заживления переломов [3].  

В ряду ключевых проблем находятся форму-
лировка условий на движущихся в деформи-
руемом теле фронтах химических превращений, 
и зависимость кинетики превращений от механи-
ческих воздействий. Настоящая статья посвя-
щена ответам на эти вопросы. 

 
Тензор деформаций превращения 
 
Рассмотрим химическую реакцию 

* *B B B        , 

где B , B  и *B  – химические формулы матери-
алов реагирующих компонент, причем, B  и B  
являются исходной и получившейся деформиру-
емыми твердыми компонентами реакции, а *B  – 
газовой компонентой,  , *  и   – стехиомет-
рические коэффициенты реакции. 

Полагаем, что химическая реакция локализо-
вана на фронте реакции и поддерживается диф-
фузией газовой компоненты сквозь образовав-
шийся в результате реакции материал. Для про-
стоты предполагается, что диффузия газовой ком-
поненты не приводит к дополнительным дефор-
мациям твердой компоненты, но учитывается, 
что химическое превращение сопровождается уве-
личением объема, что, в свою очередь, может 
приводить к возникновению внутренних напря-
жений. 

Пусть t       – текущая конфигурация 
тела в момент времени t , где области   и   
заняты материалами B  и B  соответственно. 
Наряду с отсчетной конфигурацией 0V V V   , 
соответствующей натуральному состоянию ис-
ходного материала до реакции, вводим отсчет-
ную конфигурацию g g gV V V   , соответствую-
щую натуральному состоянию превращенного 
материала (рис. 1). Это позволяет естественным 
образом задавать определяющие соотношения 
нового материала в терминах деформаций, отсчи-
тываемых от его натурального состояния.  

Линейные векторные элементы dx  и dx  из 
областей   и   могут быть связаны с соответ-
ствующими линейными элементами dX   и gdX  
из областей V  и gV  деформационными градиен-

тами eF  и eF  так, что 
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где 0 ,  ,   и g  – плотности исходного и 
превращенного материалов, вычисленные отно-
сительно соответствующих конфигураций, ли-
нейные элементы dX   и gdX  связаны тензором 
деформаций превращения G  [4, 5] так, что 

,gdX G dX     
1 3

0 0

0
, det , ,g

g g

dV M MG gE G g
dV M M
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где M и M  – молярные массы твердых компо-
нент, E  – единичный тензор. 
 

 
 
Рис. 1. Конфигурации, порождаемые химическим 

превращением 
 

Отметим, что в случае нестехиометрических 
реакций типа образования твердого раствора тен-
зор деформаций превращения определяется ана-
логичным образом. 

  
Тензор химического сродства 
  
Используя балансы массы, импульса и энер-

гии для открытой системы деформируемое тело – 
газ, можно показать, что выражение для произ-
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водства энтропии на движущемся фронте хими-
ческой реакции в квазистатическом приближении 
имеет вид 

0 0[ ] 0N NTP S N A V d A V d
M M

 

    

 
      
   , 

где V  и N – векторы скорости фронта реакции и 
нормали к фронту реакции, NV V N   , A – тен-
зор химического сродства, ,NA N A N    

* * *

0

, (1)

1 1( ) , ,g T e T e

g

A M b M b M b
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 

,b b   – тензоры химического потенциала твер-
дых компонент реакции (равны тензорам энер-
гии-импульса Эшелби [6], поделенным на плот-
ности в отсчетных конфигурациях), gS  и S  – 
тензоры напряжений Пиолы – Кирхгофа, опре-
деленные относительно отсчетных конфигураций 
материалов B , и B , * *( , )b c T E  , *  – хими-
ческий потенциал газовой компоненты, * gc     
– относительная плотность газовой компоненты 
(находится из решения задачи дифузии), *M  – мо-
лярная масса газовой компоненты. 

Формула (1) аналогична классической фор-
муле скалярного химического сродства газооб-
разных и жидких компонент реакции [7]. Для не-
линейно-упругих компонент выражение (1) было 
получено в [4].  

Тензорность химического сродства в случае 
деформируемого твердого тела связана с тем, что 
скорость химической реакции на площадке зави-
сит от того как ориентирована площадка относи-
тельно тензора напряжений – подобно тому, как 
равновесие фаз деформируемого материала зави-
сит от того, как ориентирована межфазная грани-
ца относительно поля напряжений, что, в свою 
очередь, приводит к тензорности химического 
потенциала [8]. 

 
Кинетическое уравнение 
 
Исходя из выражения для производства энтро-

пии можно записать кинетическое уравнение в 
виде зависимости нормальной компоненты ско-
рости границы от нормальной компоненты тен-
зора химического сродства, выступающей в роли 
обобщенной (термодинамической, конфигураци-
онной) силы:  

( ), ( ) 0.N N N NV L A V L A    

Следуя [7], примем, что скорость реакции  , 
равная числу молей, производимому в единицу 
времени на единице площади фронта реакции, 
связана с химическим сродством формулой 

 ˆ 1 exp NA
RT

         
, (3) 

в которую вместо скалярного сродства подстав-
лена нормальная компонента тензора сродства, 

* *ˆ k c c k c    – скорость прямой реакции, *k  – 
кинетическая константа реакции, c  и c  – пар-
циальные концентрации исходного материала и 
газообразной компоненты; поскольку исходный 
материал – твердый, можно считать, что 1c . 

С учетом баланса масс на фронте реакции, ки-
нетическое уравнение принимает вид 

* 1 exp N
N

g

AMV k c RT
           

.    (4) 

 
Равновесная концентрация и запирающий 
эффект 
 
В случае химического равновесия 0NA  , ско-

рость реакции равна нулю. Вводим понятие рав-
новесной концентрации газовой компоненты eqc  
как концентрации, при которой  

( ) 0N eqA c  .   (5) 

Уравнение (5) определяет равновесную кон-
центрацию в зависимости от напряжений на 
фронте реакции, температуры и параметров мате-
риала. Если равновесная концентрация найдена в 
виде зависимости от напряжений и температуры, 
то текущее значение нормальной компоненты 
тензора сродства может быть вычислено как  

 * * *( ( ), ) ( , )N eqA c T c T     .    (6) 

Таким образом, скорость фронта реакции оп-
ределяется формулами (4), (6), где входящая в (6) 
равновесная концентрация eqc  находится из урав-
нения (5), а текущая концентрация ( )c   на фрон-
те реакции  находится из решения задачи диффу-
зии. Напряжения влияют на скорость фронта ре-
акции через зависимость равновесной концентра-
ции.  
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Отметим, что если напряжения зависят от по-
ложения фронта, то и равновесная концентрация 
и, следовательно, скорость фронта зависят от его 
положения. Отметим также, что напряжения на 
фронте реакции, вообще говоря, ненулевые даже 
в отсутствие внешних деформационно-силовых 
воздействий, так как деформация превращения 
порождает на фронте внутренние напряжения.  

Вблизи химического равновесия 

 

 

*
*

* *
*

( ) ,

( ) .

N eq
ceq

N eq eq
cg eq

A c c
c

MV k c c c
RT c

  


   



  
  

 

      (7) 

Если принять формулу химического потен-
циала идеального газа, согласно которой * *M    

( ) lnT RT c   , то из (7) следует, что 

 * * ( ) .N eq
g

k MV c c   
  


 

Фронт распространяется только если ( ) eqc c  . 
Но в силу решения диффузионной задачи кон-
центрация ( )c   газовой компоненты на фронте 
реакции не может быть больше концентрации 0c  

на внешней поверхности тела. Следовательно, 
при заданной концентрации 0c  необходимым ус-
ловием распространения фронта химической ре-
акции является выполнение неравенства 

0 .eqc c    (8) 

Если напряжения на фронте реакции таковы, 
что неравенство (8) не выполняется, то такие на-
пряжения блокируют реакцию. В частности, мо-
жно показать, что в случае тонкого приповерх-
ностного слоя нового материала внутренние на-
пряжения могут быть достаточными для блоки-
рования реакции. Это означает, что тонкий слой 
превращенного материала может играть защит-
ную роль, предотвращая дальнейшее развитие ре-
акции. 

Кинетика развития фронта реакции в зависи-
мости от внешних напряжений и запирающий эф-
фект могут быть продемонстрированы на приме-
рах решения модельных осесимметричных и цен-
трально-симметричных задач механохимии [5], а 
также при конечно-элементных решениях задач 
описания химических реакций в окрестности кон-
центраторов напряжений.  
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