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1 Вступ

Робота продовжує i узагальнює дослiдження
[9, 10, 5, 2, 3] присвяченi вивченню iстотно-
го спектру класу матричних диференцiальних
операторiв змiшаного порядку, пов’язаного з
однiєю моделлю магнiтогiдродинамiки.

Нехай Ω обмежена лiпшицева область в RN ,
додатнi функцiї a, ρ задовольняють умову Лi-
пшиця на Ω. Розглянемо в ваговому гiльбер-
товому просторi HN := (L2(Ω, ρ(x)dx))N дифе-
ренцiальний оператор

Af = −ρ−1∇ρadiv f

з областю визначення

D(A) := { f ∈ HN | div f ∈ H1(Ω), ν ·f |∂Ω = 0 }.

Тут H1(Ω) – соболiвський простiр, div f розумi-
ється в сенсi узагальнених функцiй, ν – вектор
зовнiшньої нормалi до границi областi Ω. Заува-
жимо, що A невiд’ємний самоспряжений опера-
тор в HN . Позначимо через B оператор множе-
ння в HN на дiагональну матрицю з неперерв-
ними на Ω комплекснозначними функцiями b1,
b2,..., bN на дiагоналi. Нехай c1, c2 : Ω −→ C —
лiпшицевi функцiї на Ω, d : Ω −→ C непе-
рервна на Ω. У просторi H := HN × H1 =
(L2(Ω, ρ(x)dx))N+1 розглянемо матричний ди-
ференцiальний оператор

L0 =
(

A + B −iρ−1∇ρc1

−ic2 div d

)

з областю визначення D(L0) := D(A) ×H1(Ω).
Оператор L0 має замикання (див. [9]), яке по-
значатимемо через L. Через σ(T ) (σess(T )) бу-
демо позначати спектр (iстотний спектр) опе-
ратора T . Позначимо

T :=
⋃
x∈Ω

conv({b1(x), b2(x), ..., bN (x)}), (1)

де conv(F ) опукла оболонка множини F . Основ-
ним результатом роботи є наступна теорема.

Теорема 1.

σess(L) = T ∪
(
d− c1c2

a

)
(Ω). (2)

Зауважимо, що у випадку N = 2 твердже-
ння Теореми 1 було отримано в [2], випадок
загального N i дiйсної дiагональної матрицi B
розглянуто в [3]. В [5] для N = 2 вислiджувався
оператор L з недiагональною матрицею B.

2 Доведення теореми 1

Нехай P — ортопроектор на пiдпростiр

L := KerA = { f ∈ HN | div f = 0, ν · f |∂Ω = 0}
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простору HN , а U —звуження оператора PBP
на L. З результатiв [9, 2, 5] випливає, що

σess(L) = σess(U) ∪
(
d− c1c2

a

)
(Ω). (3)

Згiдно з (2), (3) досить довести, що σess(U) = T .
Зафiксуємо x ∈ Ω i розглянемо сталу матри-
цю Bx := B(x) та вiдповiдний оператор Ux :=
PBxP в просторi L. Зауважимо, що далi суттє-
во використовується компактнiсть комутатора
[P, α] = Pα − αP , де α оператор множення на
довiльну функцiю α ∈ C(Ω) (див. [9, 2]).

Спочатку розглянемо випадок сталої дiаго-
нальної матрицi B i покажемо, що

σ(U) = σess(U) = conv({b1, b2, ..., bN}). (4)

Нагадаємо [4], що для обмеженого в гiль-
бертовому просторi H оператора T виконується
σ(T ) ⊂ W (T ), де

W (T ) := { (Tf, f) | f ∈ H, ‖f‖ = 1 }

– числовий образ оператора T . Очевидно, що

W (U) = { (Uf, f) | f ∈ L, ‖f‖ = 1 } =

= { (Bf, f) | f ∈ L, ‖f‖ = 1 } ⊂ W (B) =

= conv({b1, b2, ..., bN}).
Звiдси випливає, що

σ(U) ⊂ conv({b1, b2, ..., bN}). (5)

Доведемо обернене включення. Припусти-
мо спочатку, що область Ω є N - вимiрним ку-
бом з ребром рiвним τ i ρ ≡ 1

Ω = [A1, B1]× [A2, B2]× ...× [AN , BN ] (6)

(Bi = Ai + τ, i = 1, ..., N). Нехай λ власне чи-
сло оператора U i f вiдповiдна власна вектор-
функцiя. Тодi f ∈ L та (B − λ)f ∈ L⊥. Ви-
користовуючи означення L та явний опис його
ортогонального доповнення [6]

L⊥ = {∇g | g ∈ H1(Ω)},

отримаємо систему диференцiальних рiвнянь
для знаходження власних чисел i власних фун-
кцiй оператора U

∂1f1 + ∂2f2 + ... + ∂NfN = 0
(ν1f1 + ν2f2 + ... + νNfN )|∂Ω = 0

(b1 − λ)f1 = ∂1h

(b2 − λ)f2 = ∂2h

. . . . . . . . .

(bN − λ)fN = ∂Nh.

Звiдси маємо, що

fi =
∂ih

bi − λ
, 1 6 i 6 N, (7)

та 

N∑
i=1

(bi − λ)−1∂2
i h = 0,

N∑
i=1

(bi − λ)−1νi∂ih|∂Ω = 0.

(8)

Будемо шукати розв’язок (8) у виглядi

hn(x) =
1
n

N∏
i=1

cos
πkin(xi −Ai)

τ
. (9)

Тут n > 1, k1, k2,...,kN — деякi натуральнi чи-
сла. Безпосередньо перевiряється, що hn задо-
вольняє (9) якщо

k2
1

b1 − λ
+

k2
2

b2 − λ
+ ... +

k2
N

bN − λ
= 0. (10)

Позначимо через W множину тих λ, що
для деяких натуральних k1, k2,...,kN викона-
но (10). Неважко показати, що W щiльна в
conv({b1, b2, ..., bN}). Для λ ∈ W послiдовнiсть
функцiй {f (n)}n>1, побудована з послiдовностi
(9) за допомогою формули (7) утворює ортого-
нальну послiдовнiсть власних функцiй опера-
тора U . Звiдси випливає твердження теореми в
цьому частинному випадку.

Далi розглядаємо довiльну лiпшицеву
область Ω. Для λ ∈ W i x0 ∈ Ω побудуємо
сингулярну послiдовнiсть функцiй {gn}n>1 ⊂ L
(див. [8]) таку, що
i) gn

w−→ 0, n →∞;
ii

′
) для довiльної кулi ωx0 ⊂ Ω, що мiстить то-

чку x0 ∫
ωx0

|gn|2dx 9 0, n →∞;

iii) Ugn − λgn → 0, n →∞.
Для побудови такої послiдовностi {gn}n>1

розглянемо деякий гiперкуб Q вигляду (6), що
лежить всерединi областi Ω i мiстить точку x0

як внутрiшню. У просторi (L2(Q, ρ(x)dx))N роз-
глянемо вiдповiдний пiдпростiр LQ. Зафiксуємо
λ ∈ W . Згiдно формул (7) та (9), побудуємо у
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гiперкубi Q для оператора UQ ортогональну по-
слiдовнiсть власних функцiй {fn}n>1 ⊂ LQ та
вiдповiдну їй послiдовнiсть {hn}n>1 ⊂ H1(Q).
Для всiх n > 1 отримаємо

(B − λ)fn = ∇hn.

Згiдно [7, с. 22, Теорема 1.4] множина

D := { v ∈ C∞
0 (Q) | div f = 0 }

є щiльною у просторi LQ. Побудуємо послiдов-
нiсть функцiй {gn}n>1 ⊂ D таку, що

‖gn − fn‖ → 0, при n → 0. (11)

Тодi

(B − λ)gn −∇hn → 0, при n →∞

у просторi (L2(Q, dx))N .
Позначимо через un продовження функцiй

hn на всю область Ω побудоване наступним чи-
ном. Кожен з множникiв виду cos πkin(xi−Ai)

τ до-
рiвнює або 1 або -1 на кiнцях вiдрiзка [Ai, Bi].
Злiва вiд точки Ai та справа вiд точки Bi про-
довжимо цi множники за тiєю ж формулою до
першого перетину з вiссю Oxi, а далi покладемо
їх рiвними нулю. Ясно, що {un}n>1 ⊂ H1(Ω), та

‖∇un‖(L2(Ω\Q,dx))N → 0, n →∞.

Звiдси випливає, що

(B − λ)gn −∇un → 0, при n →∞

в просторi (L2(Ω, dx))N . Зокрема,

P (B − λ)gn → 0, при n →∞.

Таким чином послiдовнiсть {gn}n>1 сингуляр-
на для оператора PBP в точцi λ. Звiдси лег-
ко випливає,що conv({b1, b2, ..., bN}) ⊂ σess(U).
Враховуючи (5), маємо (4).

Зауважимо, що завдяки ii
′
) завжди можна

вважати, що виконується умова
ii) ‖gn‖ = 1, n > 1.

Ясно, що наведена побудова сингуляриної
послiдовностi працює для довiльного гiперкуба,
що мiстить точку x0 (як внутрiшню). Зокрема
(зменшуючи вiдповiднi гiперкуби), можна по-
будувати нову послiдовнiсть {gn}n>1 ⊂ C∞

0 (Ω),
що буде задовольняти умови i), ii), iii), а також
умови

iv) div gn = 0,

v) supp gn ⊂ B(x0,
1
n).

Ясно, що така послiдовнiсть буде сингу-
лярною i у випадку загальної неперервної ма-
трицi B. Бiльш того це залишиться в силi i
для загального неперервної функцiї ρ. Остан-
нє твердження випливає з компактностi опера-
тора (P − P 1)α в HN . Тут α ∈ C∞

0 (Ω), P та
P 1 — ортопроектори на L у просторах HN =
(L2(Ω, ρ(x)dx))N та (L2(Ω, dx))N вiдповiдно (цi
простори мають еквiвалентнi норми, проте P
вiдмiнно вiд P 1 за рахунок рiзних скалярних
добуткiв).

Таким чином для довiльного x ∈ Ω маємо

σess(Ux) = conv({b1(x), b2(x), ..., bN (x)}) ⊂ σess(U).

Звiдси випливає, що

T =
⋃
x∈Ω

σess(Ux) ⊂ σess(U),

що зводить обчислення спектру оператора U до
випадку сталої матрицi B.

Покажемо, що насправдi справедливий на-
ступний принцип локалiзацiї⋃

x∈Ω

σess(Ux) = σess(U). (12)

Для цього потрiбно довести обернене вклю-
чення

σess(U) ⊂
⋃
x∈Ω

σess(Ux). (13)

Припустимо, що λ ∈ σess(U), тодi iснує по-
слiдовнiсть {fn}n>1 ⊂ L, така, що
1) inf

n>1
‖fn‖ρ > 0;

2) fn w−→ 0, n →∞;
3) Ufn − λfn → 0, n →∞, або
U∗fn − λfn → 0, n →∞.

Тобто {fn} сингулярна для U в точцi λ, або
{fn} сингулярна для в U∗ точцi λ. Покажемо,
що для {fn} iснує точка x0 ∈ Ω така, що для
довiльної вiдкритої кулi ωx0 ⊂ RN , що мiстить
точку x0 виконується∫

ωx0∩Ω

|fn(x)|2ρdx 9 0, n →∞.

Справдi, припустимо, що для кожної точки
x0 ∈ Ω iснує деяка вiдкрита куля ωx0 для якої
x0 ∈ ωx0 ⊂ RN i∫

ωx0∩Ω

|fn(x)|2ρdx → 0, n →∞.
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Ω є компактом i Ω ⊂
⋃

x0∈Ω

ωx0 . З кожного вiд-

критого покриття компактної множини можна
вибрати скiнчене пiдпокриття, отже iснують

{x1, .., xp} ⊂ Ω такi, що Ω ⊂
p⋃

k=1

ωxk
, але тодi

‖fn‖2
ρ =

∫
Ω

|fn(x)|2ρdx 6

6
p∑

k=1

∫
ωxk

∩Ω

|fn(x)|2ρdx → 0, n →∞,

отримаємо протирiччя. Далi для визначенностi
вважаємо, що {fn} сингулярна для U в точцi λ
(iнший випадок розглядається аналогiчно).

Нехай α ∈ C∞(RN ), 0 6 α(x) 6 1, x ∈ RN .
Припустимо, що suppα ⊂ B(x0, R), α(x) = 1,
x ∈ B(x0, r) для деяких 0 < r < R < +∞.

Легко бачити, що принаймнi для деякої пiд-
послiдовностi

inf
k>1

∫
Ω

|αfn(k)|2ρdx > 0.

Не обмежуючи загальностi вважаємо, що

inf
n>1

∫
Ω

|αfn|2ρdx > 0,

i розглянемо

hn :=
αfn

‖αfn‖
, n > 1.

Зрозумiло, що supphn ⊂ B(x0, R). Бiльш
того з компактностi комутатора [U,α] випливає,
що hn сингулярна для U в точцi λ. Зауважи-
мо, що така послiдовнiсть побудована для до-
вiльного додатного R. Останнє дозволяє вико-
ристати дiагональну процедуру Кантора i по-
будувати послiдовнiсть gn сингулярну для U в
точцi λ таку, що supp gn ⊂ B(x0, 1/n). Врахову-
ючи неперервнiсть матричної функцiї B та ком-
пактнiсть комутатора [P, β] для довiльної непе-
рервної функцiї β тепер неважко показати, що
gn буде сингулярною i для оператора Ux0 . Звiд-
си випливає (13), що i завершує доведення тео-
реми.

3 Висновки

Знайдено iстотний спектр класу матричних не-
елiптичних диференцiальних оператора пов’я-
заного з моделями магнiтогiдродинамiки.
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9. Langer H., Möller M. The essential spectrum
of a non-elliptic boundary value problem //
Math. Nachr. - 1996. - no. 178. - P. 233–248.

10. Raikov G. D. The spectrum of an ideal
magnetohydrodynamic model with translati-
onal symmetry // Asymptotic Analysis. -
1990. - no. 3. - P. 1–35.

Надiйшла до редколегiї 20.08.2013

54


	Algebra_tutyl.pdf

