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Вступ 

Задача про те, чи є щільною є множина 

мартингальних мір з обмеженою похідною 

Радона-Нікодима виникла після того як у 

роботі Даланга-Мортона- Вілінгера [1] було 

доведено відсутність арбітражу. Лише в роботі 

Кабанова, Стрікера [2] вперше, 

використовуючи стохастичне числення, цей 

факт було встановлено. Доведення є занадто 

складним і непрозорим. В даній роботі таку 

щільність множини мартингальних мір з 

обмеженими похідними Радона-Нікодима 

встановлено для однієї простої моделі еволюції 

ризикового активу явною побудовою. В 

подальшому такими класами випадкових 

процесів апроксимуватимемо складні випадкові 

процеси. 

На ймовірнісному просторі  0, , P   

розглядаємо еволюцію ризикового   активу, 

заданого законом  

 

1(1 ) , 1, ,n n nS S n N                             (*)  

де n  набуває значень з інтервалу 

( 1, ],0c c    і є випадковою величиною, а 

неризиковий актив еволюціонує за 

законом 1, 1,nB n N  . Тут 
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Означимо потік подій 1{ ,..., }n n     , 

породжений випадковими величинами 1,..., n  . 

Нехай  - сукупність усіх мір, стосовно яких 

nS  є мартингал.  

 

Теорема 1. Множина мартингальних мір 

непорожня, якщо існують борелеві функції 

( ) 0i ix   такі, що: 
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 Сім’я борелевих функцій  0 ( ), ( 1, ]n x x c    є 
такою, що  

0
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Доведення: Нехай  Q - мартингальна міра, 

еквівалентна до 0P , тоді існує така ( )f  , що 

0( ( ) 0) 0, ( ) 1PP f E f    . З умови 

мартингальності випливає, що  

1 1 1 10 { } { } . (6)Q Q
n n n n n nE S E S         

Нехай 1nA  , тоді  

1 0{ } ( ) (7)Q
n n n n

A A A

E dQ dQ f dP       
 

З умов теореми випливає, що  

1
( ) ( ),

N

i i
i

f   


                                        (8) 

де i  задовольняють умови 1) і 2). Тоді 

рівність (7) можна продовжити наступним 

чином: 
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Отже, з (7), (8), (9) отримаємо, що 

0
1{ } ( ) 0PQ

n n n n nE E      . Таким чином, 

рівність (6) у цьому випадку виконується.  

Теорему доведено. 

Теорема 2. Нехай 
0

1 0

( ) 0, ( ) 0, (10)
c

n nxdF x xdF x


  
 

Тоді множина усіх мартингальних мір Q  

таких, що  

00 (11)dQl L
dP

    

 

є щільною в загальній варіаційній топології  [1] 

в множині розглядуванних мартингальних мір. 

Доведення:  З умови (10) випливає, що 

сукупність мартингальних мір непорожня. 

Справді, означимо 
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визначивши na  і nb  з умов 
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 Такі 0na   і 0nb   існують, бо 

0

1 0

( ) 0, ( ) 0
c

n nxdF x xdF x


   . Тоді виконуються 

умови 1), 2) для введених функцій 

( ), 1,n x n N  .  Тому на підставі  Теореми 1 

міра 0
1

( ) ( )
N

i
iA

Q A dP 


   є еквівалентною 

мартингальною мірою. 

Отже, доведено щільність множини 

еквівалентних мартингальних мір з обмеженою 

похідною Радона-Никодима. Нехай тепер 

сукупність функцій ( )n x  задовольняють 

умови  теореми 1. Тоді 0
1
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мартингальна міра. Покажемо, що існує 

послідовність мартингальних мір ( )kQ A  таких, 

що 0
( )0

kdQ Al L
dP

      і в рівномірній 

метриці ( ) ( ),kQ A Q A k  , тобто 

( , ) sup ( ) ( ) 0,k k
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Визначимо додатні числа k
ia і k

ib з умови 
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Звідси 
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Покладемо 

 ( )

1

1 [ ( )] ( )

( )

i i
x kik

i c

i

x k x dF x
k

a
xdF x








 







, 

( )

0

( )

0

1 [ ( )] ( )

( )

[ ( )] ( )

.
( )

i i
x kik

i c

i

i i
x ki

c

i

x k x dF x
k

b
xdF x

x k x dF x

xdF x













 

 













. 

 Тоді 

0

1 1

1 10, 0.
[ ( )] ( )

k k
i i c

i i

a b
k xdF x k xdF x



   
  

Ро

61



Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка  
Серія фізико-математичні науки  

2013, 4 Bulletin of Taras Shevchenko  
National University of Kyiv  

Series Physics & Mathematics 
 

 

зглянемо сукупність функцій 
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 Очевидно, що 
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i ix x k     і існує інтегрована 
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Якщо 0k k . Далі 
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Теорему доведено. 

З а ува ж ен н я : В доведенні ніде не 

використовувалось припущення 

1 n c     , тобто можливо, що c   . 
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