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Про обмежені розв’язки диферен-
ціального рівняння з G-секторіальним 
операторним коефіцієнтом. 

 
В статті доведено умови існування та 

єдиності обмеженого розв`язку лінійного 
диференціального рівняння першого порядку з G-
секторіальним операторним коефіцієнтом для 
випадку локально-гельдерової відомої функції, 
які були відомі у випадку заданої гельдерової 
функції. Доведено можливість наближення 
цього розв’язку розв’язками відповідних 
крайових задач і знайдена оцінка точності 
наближення. 
Ключові слова: диференціальне рівняння, G-
секторіальний оператор,  апроксимація.  
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On the bounded solutions   of  a differential 
equation with the G-sectorial operator 
coefficient. 
 

In the paper we prove existence and 
uniqueness of a limited deprivation linear first order 
differential equation with G-sectorial operator 
coefficient for locally-gelderovoi known function 
that were known in the case of a given gelderovoi 
function. Proved the feasibility of this approach 
decisions of the relevant solutions of boundary 
value problems and an estimate of the accuracy of 
approximation. 
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Вступ. Нехай B  – комплексний банахів 

простір з нормою ×  і нульовим елементом 0
r

. 
Наведемо потрібне надалі поняття G -
секторіального оператора. 

Означення 1 [1]. Будемо казати, що функція 
:[0, ) (0, )G +¥ ® +¥  належить до класу Y , якщо 

вона задовольняє такі умови: 
)a  функція G  незростаюча на [0, );+¥  
) ( ) 0, ;b G t t® ® +¥  

c) функція 1
G

 ліпшицева на [0, ).+¥   

Поряд з кожною функцією G ÎY  
розглядатимемо функцію  

1 1( ) := , > 0.H t G t
t t

æ ö
ç ÷
è ø

 

При цьому  

1 1( ) = , > 0.G t H t
t t

æ ö
ç ÷
è ø

 

Означення 2 [1]. Нехай .G Î Y  Лінійний 
оператор : ( ) ,T D T ® B  де ( ) ,D T Ì B  назвемо G -

секторіальним, якщо існують такі сталі aÎR  і 

0,
2
p

j æ öÎç ÷
è ø

, що для множини 

{ }, := | , | arg( ) |<aS z z a z aj jÎ ¹ -С  

виконуються умови: 

1) ,( ) ;aT S js Ì  

2) 1
,> 0 :|| ( ) || (| |).aM S T I MG ajl l l-$ " Ï - -�   

Для G -секторіальних операторів в роботі [1] 
визначено операторну експоненту та дробові 
степені оператора для степенів, що належать 
множині  

( )
1

1
0

0

0 | t H t dtaa -ì üï ïW = > < +¥í ý
ï ïî þ

ò . 

Надалі нехай T – G-секторіальний оператор, 
що діє в B , з областю визначення ( )D T . 
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Зафіксуємо також функцію ( )

0

:f D T b

bÎW

®R U , 

яка задовольняє такі умови: 

α) ( ){ }supf f t t
¥

= Î < +¥: R  ; 

β) для кожного 0t  існують такі залежні від 0t  
сталі 0 , 0,Mb ÎW > 0,g >  що 

[ ] ( ) ( )0 0,t s t t f t f s M t s bg g" Î - + - £ -; :  (1) 

Означення 3. Функція x ®: R B  назива-
ється відповідним f обмеженим розв’язком 
диференціального рівняння  

( ) ( ) ( )x t Tx t f t t¢ = + ,  ÎR ,               (2) 

якщо ( )1 ,x C x
¥

Î < +¥R B , , для довільного 

t ÎR   ( ) ( )x t D TÎ  і виконується рівність (2). 
Відзначимо, що абстрактне рівняння (2) має 

численні застосування, деякі з яких  описані в [2]. 
 
У даній статті досліджується питання про 

існування та єдиність обмеженого розв’язку 
диференціального рівняння (2) та питання про 
апроксимацію цього розв’язку розв’язками 
відповідних задач Коші. 

Відзначимо, що у випадку обмеженого 
оператора T  та неперервної і обмеженої на R  
функції  f   відповідь на питання про існування і 
єдиність обмеженого розв’язку рівняння (2) 
містить відома теорема М. Г. Крейна  [3, с.119]. У 
роботах [4-6] ця теорема узагальнювалася на 
випадок секторіального оператора T  і обмеженої 
на  R   функції   f, яка задовольняє глобальну 
умову Гельдера,  в роботі [7]  –  на випадок 
секторіального оператора  T   і обмеженої на  R   
функції  f, яка задовольняє локальну умову 
Гельдера.  Питання про апроксимацію єдиного 
обмеженого розв’язку диференціального 
рівняння (2)  у випадку,  коли  f   задовольняє 
глобальну умову Гельдера, досліджується в 
роботі [8], локальну умову Гельдера – в роботі 
[7]. 

Нехай спектр ( )Ts  оператора Т не 

перетинається з уявною віссю { }i it t= ÎR : R . 

Нехай ( )Ts + , ( )Ts -   –  частини спектра ( )Ts ,  
які містяться відповідно у правій та лівій 
півплощинах C, причому ( )Ts ±  – непорожні 
множини. Тоді ( )Ts -  – компактна, ( )Ts +  – 

замкнена множина; простір B  розкладається в 
пряму суму інваріантних відносно оператора T  
підпросторів Β± ;  звуження T±   оператора  T  на 
Β±   мають відповідно спектри ( )Ts ± ; T-  – 
лінійний обмежений, T+ – G-секторіальний 
оператори. Якщо P±  – проектори в B  відповідно 
на підпростори Β± , ( ) ( ) , Rf t P f t t± ±= Î: , то 
відповідний функції f єдиний обмежений 
розв’язок  x  рівняння (2), зображується у вигляді  

( ) ( ) ( ), Rx t x t x t t+ -= + Î  ,  

де x±  – відповідні функціям f±  єдині обмежені 
розв’язки диферен-ціальних рівнянь  

( ) ( ) ( ) , Rx t T x t f t t- - - -¢ = + Î ,        (3) 

( ) ( ) ( ), Rx t T x t f t t+ + + +¢ = + Î .       (4) 

Отже, поставлена задача відшукання та 
апроксимації обмеженого розв'язку зводиться до 
двох окремих задач для диференціальних рівнянь 
з обмеженим та G-секторіальним оператором 
відповідно. Розв’язок першої задачі добре 
відомий, тому не зменшуючи загальності в 
подальшому вважатимемо, що множина ( )Ts  
міститься у правій півплощині:  

( ) { }Re 0T z zs Ì Î >C . 

 Основні результати. Наведемо теорему, що 
узагальнює твердження з роботи [7]. 

Теорема 1. Нехай ( )01 TÎW . Тоді рівняння 
(2) має єдиний обмежений розв’язок x , який 
зображується у вигляді 

( ) ( ) ( ) ,T t s

t

x t e f s ds t
+¥

-= - Îò R .     (5) 

Доведення. Інтеграли в (5) збігаються 
абсолютно, бо експоненти від оператора T  
коректно визначені при 0t >  і задовольняють 
такі умови (див. [1]): 

 0e$ >  0C$ >   0t" > : ( )Tt te CH t e e- -£ .   (6)  

Зафіксуємо довільну точку 0t ÎR  і число 
( )0,1d Î . Тоді функцію, визначену рівністю (5) 

можна перетворити так: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

0
0 0

0

0 0

,

: 1 , 1 .

t
T t t T t sT t s

t t

x t e f s ds e e f s ds

t U t td d d

+¥
- --= - -

Î = - - - +

ò ò  

Позначимо  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0

0

0
0

0

: , ,

: .

t
T t s

t

T t s

t

x t e f s ds t U

f e f s ds

d
-

+¥
-

= - Î

= -

ò

ò
 

Тоді 

( ) ( ) ( )0
0 0 ,T t tx t x t e f t Ud

-= + Î . 

При цьому внаслідок теореми 8  [1]  функція 
0x  задовольняє рівняння 

( ) ( ) ( )0 0 ,x t Tx t f t t Ud¢ = + Î . 

Крім того, за властивостями операторної 
експоненти 

( )( ) ( )0 0
0, ,T t t T t te Te t t- -¢ = <  

отже ( ) ( ) ,x t D T t UdÎ Î  і 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0
0 0 0

0
0 , .

T t t

T t t

x t x t Te f Tx t f t

Te f Tx t f t t Ud

-

-

¢ ¢= + = + +

+ = + Î
 

Враховуючи довільність точки 0t ÎR , 
отримаємо, що функція (5) є розв’язком рівняння 
(2).  

Крім того, внаслідок (6) 

( ) ( ) ( )
0

s t

t

x t CH s t e ds f C fd
+¥

- -
¥ ¥

£ - × = ×ò , 

звідки випливає обмеженість розв’язку (5). 
Нарешті, єдиність розв’язку випливає зі 

звичайних міркувань (див. [3]). 
Теорему 1 доведено. 
 
Відзначимо, що доведена теорема 

узагальнює аналогічне твердження з роботи [9], 
отримане для випадку глобально гельдерових 
функцій. 

 
 Зафіксуємо 1 2t t< . Рівнянню (3) відповідає 

задача Коші  

( ) ( ) ( )
( )

1

1

, ,

0,

v t T v t f t t t

v t
- - - -

-

¢ì = + ³ï
í

=ïî
         (7) 

в просторі -B , а рівнянню (4) –  задачa Коші  

( ) ( ) ( )
( )

2

2

, ,

0,

v t T v t f t t t

v t
+ + + +

+

¢ì = + £ï
í

=ïî
       (8) 

в просторі +B . 
Неважко перевірити, що розв’язки задач 

Коші (7), (8) мають вигляд 

( ) ( ) ( ) 1
1

,
t

T t s

t

v t e P f s ds t t--
- -= ³ò ,        (9) 

( ) ( ) ( )
2t

T t s

t

v t e P f s ds-+
+ += -ò ,  2t t£ .  (10) 

Покладемо  

( ) ( ) ( ) [ ]1 2: , ,v t v t v t t t t+ -= + Î ,       (11) 

тоді справджується 
Теорема 2. Нехай ( )01 TÎW , ( )T is Ç = ÆR . 

Тоді існують такі сталі 0, 0c d> > , що для 
довільної  функції f ®: R B , яка задовільняє 
умову (1), та відповідного їй розв’язку x  
рівняння (2) виконується оцінка 

[ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2

1 2

;

,t t t t

t t t x t v t

c P c P
e e f td d

d d
- - - -- +

¥

" Î - £

æ ö
£ +ç ÷ç ÷

è ø

:

      (12) 

де ( )v t , [ ]1 2;t t tÎ  визначається за допомогою 
формул (9)-(11) . 

 
Доведення. Внаслідок (6) 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

2

2

2

0

.

s t

t

s t

t

t t

C t t x t v t

C P f e H s t ds

C P f e H s t ds

C P e
f

d

d

d

d

+ + +

+¥
- -

+ ¥

+¥
- -

+ ¥

- -
+ -

¥

$ > " £ - £

£ - £

£ - =

=

ò

ò

:

    (13) 
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Аналогічно, скориставшись властивостями 
операторної експоненти для обмежених 
операторів матимемо: 

( ) ( )
( )1

1

t tc P e
t t x t v t f

d

d

- -
+

- - ¥
" ³ - £: .  (14) 

З (13),(14) випливає оцінка (12). 
Теорему 2  доведено. 

Висновок: 
У даній статті досліджено питання про 

існування та єдиність обмеженого розв’язку 
диференціального рівняння (2) з G-секторіальним 
операторним коефіцієнтом та питання про 
апроксимацію цього розв’язку розв’язками 
відповідних задач Коші. 
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