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1.Постановка задачi.Основи теорiї лiнiй-
них рiзницевих i q-рiзницевих рiвнянь вигляду

x(t+ 1) = a(t)x(t),

x(qt) = b(t)x(t),

де всi елементи aij(t), i, j = 1, ...n, матрицi
a(t) = (aij(t)) є аналiтичними функцiями в де-
якому околi точки t = ∞, були розробленi в
працях Бiркгофа i його учнiв. Бiльше цього, в
[1, 2] було побудовано представлення загально-
го розв’язку таких систем рiвнянь i дослiджено
його структуру. В подальшому цi системи роз-
глядалися багатьма математиками (див.[3−5] i
наведену в них лiтературу) i в даний час бага-
то питань їх теорiї достатньо добре вивченi при
бiльш загальних припущеннях вiдносно матри-
цi a(t). У зв’язку з цим природно виникло ряд
питань про одержання аналогiчних результатiв
для систем лiнiйних рiвнянь вигляду

x(t+ 1) = a(t)x(t) + b(t)x(qt), (1)

де t ∈ R = (−∞,+∞), a(t), b(t)−деякi дiйснi
матрицi розмiрностi n × n i q − деяка дiйсна
стала. Особливо важливим серед них є питан-
ня побудови загального неперервного розв’язку
i дослiдження його структури. Саме це питання
i є основним об’єктом дослiдження даної статтi.

2. Основний результат.

Теорема 1. Нехай виконуються умови:
1) 1 < a∗ ≤ a(t) ≤ a∗ < +∞, 0 < q < 1,

2) 4 =
b

a∗ − a∗q
< 1,

де sup
t
|b(t)| = b.

Тодi рiвняння (1) має сiм’ю неперервних обме-
жених при t ≥ 0 розв’язкiв, що залежить
вiд довiльної неперервної 1-перiодичної функцiї
ω(t).

Доведення.Покажемо, що функцiонально-
рiзницеве рiвняння (1) має розв’язок у виглядi
ряду

x(t) =
∞∑
i=0

xi(t), (2)

де xi(t), i = 0, 1, ...,−деякi неперервнi функцiї.
Дiйсно, пiдставляючи (2) в (1), одержуємо
∞∑
i=0

xi(t+ 1) = a(t)

∞∑
i=0

xi(t) + b(t)

∞∑
i=0

xi(qt).

Звiдси безпосередньо випливає, що якщо фун-
кцiї xi(t), i = 0, 1, ..., задовольняють послiдов-
нiсть рiвнянь

x0(t+ 1) = a(t)x0(t), (30)

xi(t+ 1) = a(t)xi(t) + b(t)xi−1(qt), i = 1, 2, ...,
(3i)

то ряд (2) буде формальним розв’язком рiвнян-
ня (1). Використовуючи представлення загаль-
ного неперервного розв’язку рiвняння (30) та
умову 1, можна показати, що iснує додатна ста-
лаM така, що при всiх t ≥ 0 виконується оцiнка

|x0(t)| ≤Ma∗t. (40)
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Оскiльки ряди

xi(t) = −
∞∑
j=0

[
j∏

p=0

a−1(t+ p)

]
×

×b(t+ j) xi−1(q(t+ j)), i = 1, 2, ... (4i)

є формальними розв’язками вiдповiдних рiв-
нянь (3i), i = 1, 2, ..., (в цьому можна переко-
натися безпосередньою пiдстановкою (4i), i =
1, 2, ..., в (3i), i = 1, 2, ...), то приймаючи до ува-
ги (40) i умови 1, 2, покажемо, що ряди (4i),
i = 1, 2, ..., рiвномiрно збiгаються до деяких не-
перервних функцiй xi(t), i = 1, 2, ..., для яких
при всiх i ≥ 1, t ≥ 0 виконуються оцiнки

|xi(t)| ≤M4ia∗qt, i = 1, 2, .... . (5)

Справдi, враховуючи (40), (41), маємо

|x1(t)| ≤
∞∑
j=0

∣∣∣∣∣
j∏

p=0

a−1(t+ p)

∣∣∣∣∣ |b(t+ j)|×

×|x0(q(t+ j))| ≤
∞∑
j=0

a
−(j+1)
∗ b M a∗q(t+j) ≤

≤M b a∗qt a−1∗

∞∑
j=0

(a−1∗ a∗q)j ≤M b

a∗ − a∗q
a∗qt =

= M∆a∗qt,

тобто оцiнка (5) має мiсце при i = 1. Розмiрко-
вуючи за iндукцiєю, припустимо, що оцiнка (5)
доведена уже для деякого i ≥ 1, i покажемо,
що вона не змiниться при переходi вiд i до i+1.
Згiдно (4i+1) i (5) маємо

|xi+1(t)| ≤
∞∑
j=0

∣∣∣∣∣
j∏

p=0

a−1(t+ p)

∣∣∣∣∣ |b(t+ j)|×

×|xi(q(t+ j))| ≤
∞∑
j=0

a
−(j+1)
∗ b M ∆i a∗q(q(t+j)) ≤

≤M ∆i b a−1∗ a∗q
2t
∞∑
j=0

(a−1∗ a∗q
2
)j ≤

≤M ∆i b a−1∗ a∗qt
∞∑
j=0

(a−1∗ a∗q)j ≤

≤M ∆i b

a∗ − a∗q
a∗qt = M ∆i+1 a∗qt.

Отже, оцiнка (5) виконується при всiх i ≥ 1,
t ≥ 0. Звiдси випливає, що ряди (4i), i = 1, 2, ...,
рiвномiрно збiгаються при t ≥ 0 до деяких не-
перервних вектор-функцiй xi(t), i = 1, 2, ..., для

яких має мiсце оцiнка (5). В силу (5), ряд (2)
рiвномiрно збiгається при t ≥ 0 до деякої непе-
рервної функцiї x(t), яка задовольняє умовi

|x(t)| ≤ M

1−∆
,

i є розв’язком рiвняння (1).
Розглянемо неоднорiдне рiвняння

y(t+ 1) = a(t)y(t) + b(t)y(qt) + f(t), (6)

де a(t), b(t), f(t) : R→ R та дослiдимо структу-
ру множини неперервних розв’язкiв при насту-
пних умовах:

1) 1 < a∗ ≤ a(t) ≤ a∗ < +∞, 0 < q < 1;
2) функцiї b(t), f(t) є неперервними обме-

женими при всiх t ∈ R i такими, що sup
t
|b(t)| =

b, sup
t
|f(t)| = f ;

3)
b

a∗ − 1
= θ < 1 .

Має мiсце наступна теорема.
Теорема 2. Якщо виконуються умови 1-3,

то рiвняння (6) має неперервний обмежений
при t ∈ R розв’язок y(t) у виглядi ряду

y(t) =

∞∑
i=0

yi(t), (7)

де yi(t), i = 0, 1, ...,− деякi неперервнi обмеженi
при t ∈ R функцiї.

Доведення. Дiйсно, пiдставляючи (7) в
(6), отримуємо
∞∑
i=0

yi(t+1) = a(t)
∞∑
i=0

yi(t)+b(t)
∞∑
i=0

yi(qt)+f(t).

Звiдси безпосередньо випливає, що якщо фун-
кцiї yi(t), i = 0, 1, ..., є розв’язками послiдовно-
стi рiвнянь

y0(t+ 1) = a(t)y0(t) + f(t), (80)

yi(t+ 1) = a(t)yi(t) + b(t)yi−1(qt), i = 1, 2, ...,
(8i)

то ряд (7) є формальним розв’язком рiвняння
(6).

Приймаючи до уваги умови теореми, мо-
жна переконатися, що ряд

y0(t) = −
∞∑
j=0

(
j∏

i=0

a−1(t+ i)

)
f(t+ j) (90)

рiвномiрно збiгається при всiх t ∈ R, задоволь-
няє рiвняння (80) i виконується оцiнка

|y0(t)| ≤
f

a∗ − 1
= f ′. (100)
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Приймаючи до уваги (90), (100), можна по-
слiдовно показати, що ряди

yi(t) = −
∞∑
j=0

 j∏
p=0

a−1(t+ p)

 b(t+ j)×

×yi−1(q(t+ j)), i = 1, 2, ..., (9i)

рiвномiрно збiгаються при всiх t ∈ R, задоволь-
няють вiдповiднi рiвняння (8i), i = 1, 2, ..., i ви-
конуються спiввiдношення

|yi(t)| ≤ f ′θi, i = 1, 2, ... . (10i)

Таким чином, оскiльки функцiї yi(t), i =
0, 1, ..., що визначаються за допомогою спiввiд-
ношень (9i), i = 0, 1, ..., задовольняють умови
(10i), i = 0, 1, ..., то ряд (7) рiвномiрно збiгає-
ться до деякої неперервної функцiї y(t), яка є
розв’язком рiвняння (6) i задовольняє при всiх
t ∈ R умовi

|y(t)| ≤ f ′

1− θ
.

Теорему 2 доведено.
Дослiдимо питання побудови загального

розв’язку рiвняння (1) при t ≤ 0 та при вико-
наннi наступних умов:

1) 0 < a∗ ≤ a(t) ≤ a∗ < 1, 0 < q < 1,

2) 4̃ =
b

a∗q − a∗
< 1,

де sup
t
|b(t)| = b.

Покажемо, що функцiонально-рiзницеве
рiвняння (1) має розв’язок у виглядi ряду (2).
Пiдставляючи (2) в (1), одержуємо
∞∑
i=0

xi(t+ 1) = a(t)
∞∑
i=0

xi(t) + b(t)
∞∑
i=0

xi(qt).

Звiдси безпосередньо випливає, що якщо
функцiї xi(t), i = 0, 1, ..., задовольняють послi-
довностi рiвнянь

x0(t+ 1) = a(t)x0(t), (110)

xi(t+ 1) = a(t)xi(t) + b(t)xi−1(qt), i = 1, 2, ...,
(11i)

то ряд (2) буде формальним розв’язком рiвнян-
ня (1). Використовуючи представлення загаль-
ного неперервного розв’язку рiвняння (110) та
умову 1, можна показати, що iснує додатна ста-
ла M̃ така, що при всiх t ≤ 0 виконується оцiнка

|x0(t)| ≤ M̃a∗t. (120)

Оскiльки ряди

xi(t) =
∞∑
j=1

cj(t) b(t−j) xi−1(q(t−j)), i = 1, 2, ...,

(12i)

де cj(t) =

j−1∏
i=1

a(t − i), c1(t) = 1 є формальни-

ми розв’язками вiдповiдних рiвнянь (11i), i =
1, 2, ..., (в цьому можна переконатися безпосе-
редньою пiдстановкою (12i), i = 1, 2, ..., в (11i),
i = 1, 2, ...), то приймаючи до уваги (120) i умо-
ви 1, 2, покажемо, що ряди (12i), i = 1, 2, ...,
рiвномiрно збiгаються до деяких неперервних
функцiй xi(t), i = 1, 2, ..., для яких при всiх
i ≥ 1, t ≤ 0 виконуються оцiнки

|xi(t)| ≤ M̃4̃ia∗qt, i = 1, 2, .... . (13)

Справдi, враховуючи (120), (121), маємо

|x1(t)| ≤
∞∑
j=1

|cj(t)| |b(t− j)| |x0(q(t− j))| ≤

≤
∞∑
j=1

a∗(j−1) b M̃ a∗q(t−j) ≤ M̃ b a∗qt a∗−1×

×
∞∑
j=1

a∗(1−q)j ≤ M̃ b

a∗q − a∗
a∗qt = M∆̃a∗qt,

тобто оцiнка (13) має мiсце при i = 1. Розмiр-
ковуючи за iндукцiєю, припустимо, що оцiнка
(13) доведена уже для деякого i ≥ 1, i покаже-
мо, що вона не змiниться при переходi вiд i до
i+ 1. Згiдно (12i+1) i (13) маємо

|xi+1(t)| ≤
∞∑
j=1

|cj(t)| |b(t− j)| |xi(q(t− j))| ≤

≤
∞∑
j=1

a∗(j−1) b M̃ ∆̃i a∗q(q(t−j)) ≤

≤ M̃ ∆̃i b a∗−1 a∗q
2t
∞∑
j=1

a∗(1−q
2)j ≤

≤ M̃ ∆̃i b a∗−1 a∗qt
∞∑
j=1

a∗(1−q)j ≤

≤ M̃ ∆̃i b

a∗q − a∗
a∗qt = M̃ ∆̃i+1 a∗qt.

Отже, оцiнка (13) виконується при всiх
i ≥ 1, t ≤ 0. Звiдси випливає, що ряди (12i),
i = 1, 2, ..., рiвномiрно збiгаються при t ≤ 0
до деяких неперервних вектор-функцiй xi(t),
i = 1, 2, ..., для яких має мiсце оцiнка (13). В си-
лу (13), ряд (2) рiвномiрно збiгається при t ≤ 0
до деякої неперервної функцiї x(t), яка задо-
вольняє умовi
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|x(t)| ≤ M̃

1−∆
,

i є розв’язком рiвняння (1). Тим самим доведе-
на наступна теорема.

Теорема 3. Нехай виконуються умови 1,2.
Тодi рiвняння (1) має сiм’ю неперервних обме-
жених при t ≤ 0 розв’язкiв, що залежить
вiд довiльної неперервної 1-перiодичної функцiї
ω(t).

Розглянемо неоднорiдне рiвняння

y(t+ 1) = a(t)y(t) + b(t)y(qt) + f(t), (14)

де a(t), b(t), f(t) : R→ R та дослiдимо структу-
ру множини неперервних розв’язкiв при насту-
пних умовах:

1) 0 < a∗ ≤ a(t) ≤ a∗ < 1, 0 < q < 1;
2) функцiї b(t), f(t) є неперервними обме-

женими при всiх t ∈ R i такими, що sup
t
|b(t)| =

b̃, sup
t
|f(t)| = f̃ ;

3)
b̃

1− a∗
= θ̃ < 1.

Має мiсце наступна теорема.
Теорема 4. Якщо виконуються умови 1-3,

то рiвняння (14) має неперервний обмежений
при t ∈ R розв’язок y(t) у виглядi ряду

y(t) =
∞∑
i=0

yi(t), (15)

де yi(t), i = 0, 1, ...,− деякi неперервнi обмеженi
при t ∈ R функцiї.

Доведення. Дiйсно, пiдставляючи (15) в
(14), отримуємо
∞∑
i=0

yi(t+1) = a(t)

∞∑
i=0

yi(t)+b(t)

∞∑
i=0

yi(qt)+f(t).

Звiдси безпосередньо випливає, що якщо фун-
кцiї yi(t), i = 0, 1, ..., є розв’язками послiдовно-
стi рiвнянь

y0(t+ 1) = a(t)y0(t) + f(t), (160)

yi(t+ 1) = a(t)yi(t) + b(t)yi−1(qt), i = 1, 2, ...,
(16i)

то ряд (15) є формальним розв’язком рiвняння
(14).

Приймаючи до уваги умови теореми, мо-
жна переконатися, що ряд

y0(t) =
∞∑
j=1

cj(t)f(t− j), (170)

де cj(t) =

j−1∏
i=1

a(t − i), c1(t) = 1 рiвномiрно

збiгається при всiх t ∈ R, задовольняє рiвняння
(160) i виконується оцiнка

|y0(t)| ≤
f̃

1− a∗
= f ′. (180)

Приймаючи до уваги (170), (180), можна по-
слiдовно показати, що ряди

yi(t) =
∞∑
j=1

cj(t) b(t−j) yi−1(q(t−j)), i = 1, 2, ...,

(17i)
рiвномiрно збiгаються при всiх t ∈ R, задоволь-
няють вiдповiднi рiвняння (16i), i = 1, 2, ..., i
виконуються спiввiдношення

|yi(t)| ≤ f ′ θ̃i, i = 1, 2, ... . (18i)

Таким чином, оскiльки функцiї yi(t), i =
0, 1, ..., що визначаються за допомогою спiввiд-
ношень (17i), i = 0, 1, ..., задовольняють умови
(18i), i = 0, 1, ..., то ряд (15) рiвномiрно збiга-
ється до деякої неперервної функцiї y(t), яка є
розв’язком рiвняння (14) i задовольняє при всiх
t ∈ R умовi

|y(t)| ≤ f ′

1− θ̃
.

Теорему 4 доведено.
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