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Як відомо, задачі оптимального керування 

еволюційними системами є неавтономними і 
можуть бути описані в термінах динамічних 
процесів [1,  2].  Динаміку таких об’єктів 
описують у термінах pullback атракторів [3, 4]. 
Існування такого pullback атрактору для 
екстремальної задачі на розв’язках  3D системи 
Нав’є-Стокса було доведено в [5]. У даній роботі 
вивчається динаміка розв’язків задачі 
оптимального керування для нелінійного 
параболічного рівняння з квадратичним 
критерієм якості. Встановлюється, що за певних 
умов на множину допустимих керувань 
оптимальні розв’язки породжують динамічний 
процес, який має у фазовому просторі рівномірно 
обмежений pullback атрактор. 

 
Постановка задачі 
Розглядається задача 
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Нехай при певних умовах RÎt"  )(2 WÎ" t Ly  
задача оптимального керування (1)-(3) має 
принаймні один розв’язок { }uy ~,~ . Тоді динаміка 
еволюційної задачі (1)-(3) визначається 
відображенням 
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В роботі доводиться, що за виконання принципу 
оптимальності Беллмана формула (4) породжує 
процес, який має у фазовому просторі )(2 WL  
рівномірно обмежений pullback атрактор. 

 
Встановлення розв’язності задачі (1)-(3) 
Вважаємо виконаними наступні умови: 
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tÎt" UR,  - замкнена, опукла, tÎU0 , 
якщо t>s , то для ss UuUu ÎÎ +¥t ),[| ,    (6) 

якщо sUuUus ÎÎt> t ,~, , то  
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За умов (5) відомо [6], що tÎ" Uu , )(2 WÎ" t Ly  
задача (1) має єдиний узагальнений розв’язок на 
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),[ +¥t , причому ))();,([ 2 W+¥tÎ LCy  і майже 
скрізь (м. с.) задовольняє енергетичну рівність 
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де тут і надалі ×  і ( )××,  означають норму і 
скалярний добуток в )(2 WL . 

Лема 1. Нехай  
11 l<С ,                            (9) 

де 01 >l  - перше власне число оператора D-  у 
просторі )(1

0 WH .  Тоді задача (1)  –  (3)  має 
розв’язок для )(2 WÎ" t Ly . 
        Доведення. З рівності (8) для допустимого 
процесу  { }uy,  маємо: 
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Звідси, зокрема, маємо, що для довільного 
допустимого процесу { }uy,  функціонал 

¥<t ),( uyJ .  
        Нехай tJ  - значення задачі (1) - (3), { }nn uy ,  - 
мінімізуюча послідовність допустимих пар така, 
що 
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))(;,( 12 W+¥t -HL .  Отже,  для деякої пари { }uy ~,~  по 
підпослідовності 
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і за лемою про компактність [6] t>"T  
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Тоді за теоремою Лебега )~()( yfyf n ®  в 
))(;,( 22 Wt LTL , отже, y~  -  розв’язок задачі (1)  з 

керуванням u~  і оскільки tÎUu~ , то { }uy ~,~  - 
допустимий процес у задачі (1) – (3). При цьому з 
нерівності (14) в силу слабкої збіжності 

ttt ££ JuyJuyJ nn ),(lim)~,~( , 
що і означає оптимальність процесу { }uy ~,~ . Лему 
доведено. 

Лема 2. Відображення (4) визначає 
неавтономну динамічну систему (процес), тобто 

RÎt"  )(2 WÎ" t Ly : 
   1) ;),,( tt =tt yyU  
   2) ttt tt ³³"= stysUstUytU )),,(,,(),,( . 
      Доведення. Умова 1)  очевидна.  Нехай 

),,( ttÎx ytU . Тоді )(~ ty=x , де { }uy ~,~  - 
оптимальний процес в (1) – (3) на ),[ +¥t , 

t=t yy )(~ , tÎUu~ . Тоді ),,()(~
ttÎ ysUsy  ),( ts tÎ" . 

Доведемо включення 
                                 ))(~,,()(~ systUty Î ,                (17) 
що еквівалентне принципу оптимальності 
Беллмана. Запишемо рівність 
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і розглянемо задачу (1) – (13) на проміжку ),[ +¥s  
з початковими даними ))(~,( sys , допустимою 
множиною керувань sU  і функціоналом sJ . 
Якщо звуження { }uy ~,~  на ),[ +¥s  не є 
оптимальним процесом в такій задачі,  то для її 
розв’язку { }uy,  (існування якого гарантує 
Лема 1) маємо нерівність 
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      Таким чином, одержуємо (17),  звідки маємо, 
що )),,(,,(),,( tt tÌt ysUstUytU . 
      Тепер нехай )),,(,,( ttÎx ysUstU . Тоді 
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Отже, { }uy,  -  оптимальний процес в задачі (1)  -  
(3). Лему доведено. 
  

Доведення існування pullback атрактору 
       Означення [4]. Pullback-атрактором процесу 
U  називається сім’я компактних множин 

Rtt ÎQ )}({  така, що: 
   1) "Î" Rt обмеженої )(2 WÌ LB  

-¥®®Q stBstUdist ,0))(),,,(( ;       (20) 
   2) sttsstU ³"Q=Q )())(,,( ; 

   3) )(tQ  є мінімальною замкненою 
множиною, яка задовольняє умову (20).  

Основним результатом роботи є наступна 
теорема.  

Теорема. Нехай виконані умови (5)–(7), (9) і  
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Доведення. Покладемо 
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Легко показати, що tV  замкнена,  опукла і 
задовольняє умови (6), (7). Тож надалі будемо 
розглядати задачу (1)  -  (3)  з множиною 

допустимих керувань tV .  При цьому слід 
зауважити, що tV  не є обмеженою в 
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Нехай ),,()(~
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задовольняє (20). Тоді з [4] для доведення 
теореми достатньо встановити компактність )(tK  
та замкненість графіка відображення 

),,( ytUy ta . 
Отже, нехай 

0
}{ Rn BÌh  і ),,( nn tU htÎx . 

Тоді )(~ tynn =x , nny h=t)(~ , }~,~{ nn uy  - 
оптимальний процес в задачі (1) - (3), tÎVu~ . 

В силу оптимальності 
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де ny  - розв’язок задачі (1), nny h=t)( , з 
керуванням 0=u . З нерівності (13) одержимо 
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тож для деякої допустимої пари { }uy ~,~  
виконуються збіжності (15),  (16),  що,  зокрема,  в 
силу [6] означає, що 

)()()(~ 2 W®t>" Lвtytyt n .         (27) 
 
Отже, }{ nx  - предкомпактна і компактність 

)(tK  доведена. 
Тепер нехай ),,( nn tU htÎx , h®hn , x®xn . 

Доведемо, що ),,( htÎx tU . Аналогічно 
попереднім міркуванням для послідовності 

)(~ tynn =x  з керуванням nu~ , існує допустима пара 
{ }uy ~,~  така,  що виконуються збіжності (15),  (16),  
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(27), причому h=t®h=t )(~)(~ yy nn  в )(2 WL . 

Доведемо, що { }uy,  - оптимальний процес в 
задачі (1)  -  (3).   Візьмемо довільне tÎVu . Нехай 

ny  - розв’язок задачі (1) з керуванням u  і 
nny h=t)( . Тоді ny  збігається до деякого y  у 

сенсі збіжностей (15), (16), (27), причому 
h=t)(y , і { }uy,  -  допустима пара в задачі (1)  -  

(3). З принципу оптимальності Беллмана 
випливає, що t>"T  процес }~,~{ nn uy  є 
оптимальним в (1) – (3) з початковими даними 
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Отже, 
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і при ¥®T  ),()~,~( uyJuyJ tt £ . 
 
Таким чином,  { }uy ~,~  - оптимальний процес в 

задачі (1) - (3) і Îx=t®t=x )(~)(~ yynn ),,( httU . 
Теорему доведено. 

 
Висновки 
У даній роботі вивчена динаміка розв’язків 

задачі оптимального керування для нелінійного 
параболічного рівняння з квадратичним 
критерієм якості. Встановлено, що за певних 
умов на множину допустимих керувань 
оптимальні розв’язки породжують динамічний 
процес, який має у фазовому просторі рівномірно 
обмежений pullback атрактор. 
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