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1. Вступ 

 
 На сьогоднішній день теорія стохастичних 
мереж є одним з основних перспективних 
напрямків моделювання систем мережевої 
структури. Важливим класом задач у дослідженні 
стохастичних мереж є оптимізаційні задачі 
пов’язані з розподілом інформаційних потоків. 
Розв’язки таких задач надають можливість 
вирішувати практичні задачі керування 
ресурсами інформаційно-обчислювальних мереж 
та мереж зв’язку. Сучасний стан досліджень в цій 
області представлено в роботах [1], [2]. 
 Тема даної роботи пов’язана з проблемою 
оптимального поділу між вузлами мережі 
зовнішнього навантаження. У роботі для 
немарковських стохастичних мереж типу 

[  |  | ]rG I G I ∞  розглянуто задачу оптимального 
керування напрямком вхідного потоку. При 
цьому вибір стратегії керування базується на 
таких показниках якості функціонування мережі 
як середній прибуток від роботи всієї мережі та 
ризик досягнення певного прибутку. 
 Розглянемо мережу масового обслуговування, 
яка складається з r  однотипних обслуговуючих 
вузлів. На обслуговуючі вузли іззовні надходить 
один загальний рекурентний потік вимог )(tν . 
Проміжок часу між моментами надходження 
вимог розподілений у відповідності з функцією 
розподілу  )(tF .  Вимога, що надійшла на вхід 

мережі, з імовірністю iq ,  ri ,...,2,1= ,  (∑
=

=
r

i
iq

1

1 ) 

спрямовується для обслуговування в i - ий вузол. 
Час обслуговування вимоги в i - ому вузлі має 
функцію розподілу )(tGi ,  ri ,...,2,1= . Через 

r

jipP
1  =  будемо позначати матрицю 

маршрутизації мережі. Зручно ввести “ 1+r ” 
вузол і інтерпрентувати його як вихід з мережі 

обслуговування, ∑
=

+ −=
r

j
jiri pp

1
 1 1  - імовірність 

виходу з мережі після обслуговування в i - ому 
вузлі. Мережі такого типу використовуються при 
моделюванні інформаційно-обчислювальних 
мереж та мереж зв’язку ([3], [4]). 
 

2. Постановка оптимізаційної задачі 
 
 На процесі обслуговування вимог у  

[  |  | ]rG I G I ∞ - мережі визначимо адитивний 

функціонал   ) )( ..., ),( ),( (  )( 21 tStStStS r= ,  де 

)(tSi ,  ri ,...,2,1=  - число вимог, обслуговування 
яких завершилося в  i - ому вузлі за час  t . Якщо 

існують границі   )(   
1
 lim tSM
t i

t ∞→
,  то будемо 

позначати їх через  im ,  ri ,...,2,1= .  Очевидно, 

що im ,  ri ,...,2,1=   залежать від параметрів  
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rIGIG ]| | [ ∞ - мережі:  ),...,,(' 21 rqqqq = ,  )(tF ,   

)(tGi ,  ri ,...,2,1= ,  
r

jipP
1  = .  У подальшому 

будемо вважати, що  )(tF ,   )(tGi ,  ri ,...,2,1= ,  

P    є заданими, а вибір вектора  q   знаходиться у 
нашому розпорядженні. Таким чином  

)(qmm ii = , ri ,...,2,1= . Аналогічно, якщо існують 

границі  ))(),( ( cov 
1
 lim tStS
t ji

t ∞→
,  то будемо 

позначати їх через   )(  qVV jiji = ,  rji ,...,2,1, = . 

 Нехай   iC , ri ,...,2,1=  - прибуток від 

обслуговування однієї вимоги в  i - ому вузлі. 
Тоді важливе значення має наступна 
двокритеріальна оптимізаційна задача: 

                ∑
=

→=
r

i
ii qmCqM

1

max)()( ,                  (1) 

              ∑
=

→=
r

ji
jiji CqVCqV

1,

min)()( ,                 (2) 

               1
1

=∑
=

r

i
iq , 0≥iq , ,...,r,i 21= .                 (3) 

 Розв’язок ),...,,(' **
2

*
1

*
rqqqq =  оптимізаційної 

задачі (1) − (3) представляє собою таке керування 
вхідним потоком, яке одночасно максимізує 
середній прибуток від роботи мережі та мінімізує 
ризик досягнення цього прибутку.  
 

3. Знаходження явного виду 
цільових функцій 

 
 Для того, щоб розв'язати оптимізаційну задачу 
(1) − (3), необхідно подати функціонали M(q)  і 

D(q)  через параметри мережі.  
 Перед тим, як шукати розв’язок 
оптимізаційних задач, вивчимо адитивний 
функціонал  ) )( ..., ),( ),( (  )( 21 tStStStS r= , 0≥t . 

 Нехай ),( ztΦ , ),...,(' 1 rzzz = , 1≤z  - 

генератриса вектора )(tS . Для ),( ztΦ  
справедливий такий результат. 
 Лема 1. Функція  ),( ztΦ   є єдиним розв’язком 
системи інтегральних рівнянь 

                           +−=Φ  )(  1  ),( tFzt   

      ∫ ∑ −Φ−Φ+
t r

i
i uFdzutqzut

0 =1i

)( )(  ] ),(   [ ),(  ,    (4) 

                       +−=Φ  ] )(1 [  ),()( tGzt i
i  

    )(  ]   ),(    [  
0 1

1 
)(

 uGdpzutpz i

t r

j
ri

j
jii∫ ∑

=
++−Φ+ ,    (5) 

                                   ri ,...,2,1= . 

 Доведення леми базується на моделюванні 

процесу обслуговування вимог у rIGIG ]| | [ ∞ - 
мережі разом з введеним вище адитивним 
функціоналом гіллястим процесом Беллмана-
Харріса  ([5]) з 12 +r   типами частинок. 
 За допомогою генератриси ),( ztΦ  можна 
визначити моменти першого і другого порядку 
адитивного функціоналу ) )( ..., ),( ),( (  )( 21 tStStStS r= . 
 Нехай 

1|
),(

  )( =
Φ

= zz

zt
tA

α
α ∂

∂
, 1

2

 |
),(

)( =
Φ

= zzz

zt
tB

βα
βα ∂∂

∂
, 

r,...,2,1, =βα . 

 Тоді, очевидно, 

                 )(  )(  tAtSM αα = ,            

 )()(  )(  )(  ))(),(( cov   tAtAtAtBtStS βααβαβαβα δ −+= ,  

                  r,...,2,1, =βα . 

 В свою чергу з (4), (5) випливає, що у 
визначенні   )(tAα ,   )( tB βα ,  r,...,2,1, =βα   

приймають участь функції 

   1

)(
)( |

),(
  )( =
Φ

= z

i
i

z

zt
tA

α
α ∂

∂
, 1

2
)(
 |

),(
)( =

Φ
= z

i

zz

zt
tB

βα
βα ∂∂

∂
, 

                             ri  ..., ,2 ,1   , , =βα . 

 З леми 1  випливає наступний результат. 
 Наслідок 1. Функції )(tAα , )()( tA i

α , )( tB βα , 

)()(
 tB i
βα  є єдиним розв’язком систем інтегральних 

рівнянь: 
1) 

                    )(  )()(
0

)( +−= ∫
t

i uFdutAtA αα  

                 ∑ ∫
=

−+
r

i

t
i

i uFdutAq
1 0

)( )(  )(   α ,                 (6) 

                   +−= +  )( )1(   )( 1  
)( tGptA irii

i
αα δ      

                 ∑ ∫
=

−+
r

j

t
j

jii utApuGd
1 0

)(
 )(  )(    α ,             (7) 

                            ri  ..., ,2 ,1   , =α ; 
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2) 

                ∫ +−=
t

uFdutBtB
0

   )(  )(   )( βαβα    

       

∫ ∑

∫ ∑

=

=

+−−+

+−−+

t r

i

i
i

t r

i

i
i

uFdutAqutA

uFdutAqutA

0 1

)(

0 1

)(

)(  )](   [ )( 

  )(  )](  [ )(  

αβ

βα

      (8) 

               ∫ ∑
=

−+
t r

i

i
i uFdutBq

0 1

)(
 )(  )](   [  βα , 

           ∑ ∫
=

+−=
r

j

t
j

jii
i utBpuGdtB

1 0

)(
  

)(
  )(  )(     )( βαβα  

            ∑ ∫
=

+−+
r

j

t
j

jiii utApuGd
1 0

)(
   )(  )(     βαδ            (9) 

            ∑ ∫
=

−+
r

j

t
j

jiii utApuGd
1 0

)(
   )(  )(     αβδ , 

                            ri  ..., ,2 ,1   , , =βα . 

 Інтегральні рівняння 1), 2) є 
взаємозв’язаними. Розглянемо 1). Перше 
рівняння системи (6) є рівнянням відновлення, 
куди підставляється розв’язок системи рівнянь 
марковського відновлення (7). Система 2) має 
таку ж структуру, але є складнішою. До правих 
частин (8), (9) входять розв’язки системи 1). 
Отримані результати дозволяють звести 
проблему пошуку функціоналів M(q)  і )(qD  до 
асимптотичного аналізу розв’язів систем 1), 2). 
 Спочатку розглянемо систему рівнянь 
марковського відновлення (7) і введемо 

перетворення Лапласа для функцій )()( tA i
α ,  

)(tGi , ri ,...,2,1, =α  

                      ∫
∞

−=
0

)(  )(  )()( tdtAesA itsi
αα ,                     

∫
∞

−=
0

  )( )( tGdesg i
ts

i ,  0Re ≥s ,  
ri sAsA
1

)(  )( )( α= . 

Справедливий такий результат. 

 Лема 2. Якщо спектральний радіус матриці 
маршрутизації   P   менший  1,  то 

 )1()(          )(  lim 1
1

1

)(

1

)(
+

−

∞→
−Δ−=== r

riri

t
pPIAAtA αα ,  

де   ) 1 ..., ,1 (1 1 1 11 +++ −−=− rrrr ppp . 

 

 Доведення: 
 В термінах перетворень Лапласа систему  (7)  
можна записати так 

∑
=

+ +−=
r

j

j
jiiriii

i sApsgpsg
s

sA
1

)(
 1  

)( )(  )(   )1(  )( 
1

  )( ααα δ , 

                 ri ,...,2,1, =α , 
або, використовуючи матричні позначення для   

)(sA ,  маємо рівняння 

    )( ))((  )]( )1[(  
1

  )( 1 sPAsgsgp
s

sA r Δ+−Δ= + ,    (10) 

       де 
r

irijir sgpsgp
11  1  )( )1(    )]( )1[( ++ −=−Δ δ , 

                   
r

iji sgsg
1  )(    ))(( δ=Δ . 

 Розв’язком  (10)  буде 

   ] )( )1( [ ]  ))(( [ 
1

  )( 1
1 sgpPsgI

s
sA r+

− −ΔΔ−= .  (11) 

 Функція )()( tA i
α  представляє собою 

математичне сподівання числа відвідувань вузла   
“α ”  за час  t   вимогою, яка у початковий 
момент часу знаходилась в   i - ому вузлі. Тому  

)()( tA i
α   монотонно неспадна функція. З 

урахуванням  (11)  і тауберової теореми для 
перетвотень Лапласа  ([6], стор. 211-212), 
знаходимо 

 )1( )(  )(  lim   )(  lim 1
1

01

)(
+

−

+→∞→
−Δ−== r

s

ri

t
pPIsAstAα .   

 Лема доведена. 

 В лемі  2  встановлено, що функції  )()( tA i
α ,  

монотонно зростаючи, прямують до скінченних 

границь  +∞<)(iAα ,  ri ,...,2,1, =α .  Наша 
найближча мета - проаналізувати порядок 

збіжності  )()( tA i
α   до   )(iAα . 

 Лема 3. Якщо спектральний радіус матриці  
P   менший  1 і  

         ∫
∞

+∞<=
0

1
)(   

i
i tGdt

μ
,  ri ,...,2,1= ,   

то 

                  =−∫
∞ r

ii tdtAA
10

)()(    )]([ αα  

+∞<−Δ−Δ−= +
−−− ))1(())(()( 1

111
rpPIPI μ .     (12) 

 
 Доведення: 
 Очевидно, що 

                        =−∫
∞

    )]([ 
10

)()(

r

ii tdtAA αα  
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=−= ∫
∞

−

+→
    )]([   lim 

10

  )()(

0

r

tsii

s
tdetAA αα

s

sAsA
s

)( 
 lim

0

−
=

+→
. 

 У правій частині виразу 

+−−Δ−=− +
−  ))](1)(1[( )( 

1
  )]( [ 

1
1

1 sgpPI
s

sAsA
s r  

)]( )1[( ])  ))((   (  )( [ 
1

 1
11 sgpPsgIPI

s r+
−− −ΔΔ−−−+  

розглянемо послідовно перший і другий доданки. 
 З умов леми випливає 

       =−−Δ− +
−

+→
 ))](1( )1[(  )( 

1
 lim 1

1

0
sgpPI

s r
s

      (13) 

           ))1(( )( )( 1
11

+
−− −ΔΔ−= rpPI μ . 

 Для другого доданку знаходимо 

=−ΔΔ−−− +
−−

+→
 )]( )1[( ] )))(((  )( [ 

1
 lim 1

11

0
sgpPsgIPI

s r
s

 

    ∑
∞

=
++→

=−ΔΔ−=
1

1
0

 ))1(( )] ]))(([ ( [ 
1

 lim
n

r
nn

s
pPsgP

s
 

          ∑ ∑
∞

=

−

=

−−

+→
=×Δ−=

1

1

0

1

0
 )))(((    [ 

1
 lim

n

n

k

kn

s
sgIP

s
 

               =−ΔΔ× + ))1(( ] )))(((  1r
k pPsgP  

     ∑ ∑
∞

=

−

=
+

+−−− =−ΔΔ=
1

1

0
1

111  ))1(( ]  )(     [ 
n

n

k
r

kkn pPP μ  

         ∑ ∑
∞

=

∞

=
+

−− =−ΔΔ=
1

1
1  ))1(( ]  )(    [ 

k kn
r

kkn pPP μ  

        −−Δ−Δ−= +
−−−  ))1(( )( )( )( 1

111
rpPIPI μ  

             ))1(( )( )( 1
11

+
−− −ΔΔ−− rpPI μ . 

Враховуючи  (13),  ми приходимо до  (12).  
 Лема доведена. 
 Наслідок 2. Якщо виконуються умови леми 3, 
то для довільних  ri ,...,2,1, =α  

                       0  ))((   lim )()( =−
∞→

tAAt ii

t
αα .                     

 За   )()( tA i
α   і   )(tF   визначимо функції 

     ∫ −=
t

ii uFdutAtA
0

)()( )(  )(   )(
~

αα ,   ri ,...,2,1, =α .  

З властивостей   )()( tA i
α   випливають 

наступні результати. 

 Лемa 4.  Функції  )(
~ )( tA i
α   монотонно неспадні 

і, якщо спектральний радіус матриці  P   менший  
1,  то 

             ∞+<=
∞→

    )(
~

 lim )()( ii

t
AtA αα ,  ri ,...,2,1, =α .                     

 Лема 5.  Якщо виконуються умови леми  3  і   

∞+<=∫
∞

  
1

  )(   
0 λ

tFdt ,  то          

           =−∫
∞ r

ii tdtAA
10

)()(    )](
~

[ αα  

+∞<−Δ−Δ−+= +
−−− ))1(())(()(   

1
 1

111
rpPIPIA μ

λ
. 

Розглянемо тепер для функцій   )()(
 tB i
βα ,   

ri ,...,2,1= ,  систему рівнянь марковського 
відновлення  (9). 

Нехай 
r

jiijiI
1,  =

= αα δδ - діагональна 

матриця,  ie - r -вимірний вектор,  i - та 
компонента якого дорівнює  1, а інші - нулю,  

ri ,...,2,1= . Асимптотичну поведінку розв’язку   

) )( ..., ),( ),( (  )( )(
 

)2(
 

)1(
  tBtBtBtB r

βαβαβαβα =′   системи  (9)  

вивчено у наступній лемі. 
 Лема 6. Якщо спектральний радіус матриці  
P   менший  1,  то 

 +−−−= +
−−

∞→
 )1(  )(   )(  )( lim 1 

11
 r

t
pePIPIPItB ββαβα   

       )1(  )(   )( 1 
11

+
−− −−−+ rpePIPIPI ααβ ,       (14) 

                           r,...,1, =βα . 

 Доведення формули (14) базується на 
тауберовій теоремі для перетворень Лапласа і є 
аналогічним доведенню леми 2. 

 Введемо функції  )(
~ )(

 tB i
βα  за допомогою 

співвідношень 

  ∫ −=
t

ii uFdutBtB
0

)(
 

)(
 )(  )(   )(

~
βαβα ,  ri  ..., ,2 ,1 , , =βα , 

          ) )(
~

 ..., ),(
~

 ),(
~

 (  )(
~ )(

 
)2(

 
)1(

  tBtBtBtB r
βαβαβαβα =′ . 

 Для них справедливі наступні результати. 
 Наслідок 3. Якщо виконуються умови леми 6,  
то 

 +−−−= +
−−

∞→
 )1(  )(   )(  )(

~
 lim 1 

11
 r

t
pePIPIPItB ββαβα            

        )1(  )(   )( 1 
11

+
−− −−−+ rpePIPIPI ααβ ,      (15) 

                         r,...,1, =βα . 

 Нехай  ∑
∞

=

•+=
1

)(   1  )(
n

n tFtH  - функція 

відновлення, яка відповідає функції розподілу   
)(tF ,  і  

               ∫ =−
t

utBuHd
0

   )(
~

 )(  βα  
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∫ ∫ −−=
t t

r utBuHdutBuHd
0 0

)()1(
 ) )(

~
 )(   ..., ),(

~
 )(   ( αββα . 

 Наслідок 4. Якщо  ∫
∞

∞+<=
0

  
1

  )(   
λ

tFdt   і 

спектральний радіус матриці  P   менший  1,  то 

                 )(
~

 )(   
t

1
 lim  

0

=−∫∞→
utBuHd

t

t
βα         

     +−−−= +
−−  )1(  )(   )( 1 

11
rpePIPIPI ββαλ     (16) 

       )1(  )(   )(  1 
11

+
−− −−−+ rpePIPIPI ααβλ ,   

                           r,...,1, =βα . 

 Формула (16) є наслідком (15) і теореми 7 ([8], 
стор. 271). 
 Підсумуємо попередній аналіз системи 
інтегральних рівнянь  (6) - (9)  і доведемо 
основний результат. 
 Теорема. Якщо спектральний радіус матриці  

P  менший 1, ∫
∞

∞+<
0

2   )(   tFdt ,  ∫
∞

∞+<
0

  )(   tGdt i ,   

ri  ..., ,2 ,1= ,  і функція   )(tF   негратчаста,  то: 

 1) 
           CAqqM      )( ′= λ ,   ),...,( 1 rCCC =′ ;          (17) 
 2) 

               ∑=
r

CqVCqD
1=,

  )(  )(
βα

ββαα , 

        ∑
=

+−=
r

ji

ji
ji AAqqqV

1,

)()(2
        )1(   )( βαβα ρλ       (18) 

  +−−−′+ +
−−  )1(  )(   )(    1 

11
rpePIPIPIq ββαλ  

  +−−−′+ +
−−  )1(  )(   )(    1 

11
rpePIPIPIq ααβλ  

                       ∑
=

+
r

i

i
i Aq

1

)(
      αβαδλ , 

де   σ λρ =  - коефіцієнт варіації для випадкового 
проміжку часу між моментами надходження 

вимог,  2σ - дисперсія цього проміжку. 
 Доведення теореми. 
 З рівняння  (6)  знаходимо 

            ∑ ∫
=

−=
r

i

t
i

i utAuHdqtA
1 0

)( )(
~

 )(      )( αα ,         (19) 

                        r ..., ,2 ,1=α .  

 Таким чином  (17)  є наслідком леми 4 і того, 
що 

            ∫
∞

∞+<=
0

  
1

  )(   
λ

tFdt . 

 Зупинимось на пункті  2). 
З  (19)  і теореми відновлення  (теорема  12.8,  [7],  
стор.  205)  випливає, що 

             ∑ ∫
=

=−=
r

i

t
i

i utAuHdqtA
1 0

)(  )(
~

 )(      )( αα  

∑ ∑ ∫
= =

∞

+−−=
r

i

r

i

ii
i

i
i ouduAAqtAqtH

1 1 0

)()()( )1(    )](
~

[      )(   )( ααα λ . 

 Таким чином 

       ∑
=

−=
r

ji

ji
ji AAqqtH

t
tAtA

t 1,

)()(2       )( 
1
  )( )( 

1
βαβα  

  ∑ ∫
=

∞

−−−
r

ji

jii
ji AuduAAqqtH

t 1, 0

)()()(   )   )](
~

[ (     )( 
1
  βααλ   

∑ ∫
=

∞

+−−
r

ji

jji
ji ouduAAAqqtH

t 1, 0

)()()( )1(  )   )](
~

[  (     )( 
1
  ββαλ . 

 З наслідку 2 випливає, що 

              ∑
=∞→

=−
r

j

jj
j

t
tAAqtA

1

)()(  ))((   )( lim ββα  

         ∑
=∞→

=−=
r

j

jj
j

t
tAAqtA

1

)()( 0 ))((   )( lim ααβ . 

 Тому для функцій 

∫ ∑
=

−−=
t r

j

j
j uFdutAqutAt

0 1

)(
 )(  ] )(   [ )(   )( βαβαϕ  

справедлива рівність 

      ∫ =−+−
∞→

t

t
ututuHd

t 0
   )]()()[(   

1
 lim αββα ϕϕ      (20) 

    ∫ ∑
=∞→

+−=
t r

j

j
j

t
AqutAuHd

t 0 1

)(  )    ( ) )(
~

 )(   ( 
1
 { lim βα  

       ∑ ∫
=

−+
r

i

t
i

i utAuHdAq
t 1 0

)( } ) )(
~

 )(   ( )    ( 
1
 βα , 

де      

∫ ∑
=

−=−=
t r

i

i
i tAqtAutAuFdtA

0 1

)( )(
~

    )(  )( )(    )(
~

αααα . 

 Розглянемо праву частину (20) 

        ∫ ∑
=

=−
t r

j

j
j AqutAuHd

t 0 1

)(  )    ( ) )(
~

 )(   ( 
1

βα        (21) 

∫ ∑
=

−−−=
t r

ji

ji
ji AAqqtHutHuHd

t 0 1,

)()(       ] )(  )( )(   [ 
1
 βα  

   ∑ ∫
=

∞

+−−
r

ji

jii
ji oAuduAAqq

1, 0

)()()(2 )1(   )   ] )(
~

 [  (    βααλ . 

134



Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка  
Серія: фізико-математичні науки 

2013, 4 Bulletin of Taras Shevchenko 
National University of Kyiv 

Series Physics & Mathematics 

 
 Аналогічно 

        ∑ ∫
=

=−
r

i

t
i

i utAuHdAq
t 1 0

)(  ) )(
~

 )(   ( )    ( 
1

βα          (22) 

 ∑∫
=

−−−=
r

ji

ji
ji

t

AAqqtHutHuHd
t 1,

)()(

0

      ] )(  )( )(   [ 
1
 βα  

   ∑ ∫
=

∞

+−−
r

ji

jji
ji ouduAAAqq

1, 0

)()()(2 )1(  )   )](
~

 [  (      ββαλ . 

 По’єднуючи  (20),  (21)  і  (22),  знаходимо 

       ∫ =−+−
t

ututuHd
t 0

   ] )(  )( [ )(   
1

αββα ϕϕ          

∫ ∑
=

−−−=
t r

ji

ji
ji AAqqtHutHuHd

t 0 1,

)()(       )]( 2  )( )(   2 [ 
1
 βα  

      ∑ ∫
=

∞

−−−
r

ji

jii
ji AuduAAqq

1, 0

)()()(2   )   )](
~

[  (     βααλ  

  ∑ ∫
=

∞

+−−
r

ji

jj
ji ouduAAqq

1, 0

)()((i)2 )1(  )   )](
~

[  ( A     ββαλ . 

 Враховуючи  (16), і те, що 

∫ −=−−−
∞→

t

t
tHtHutHuHd

t 0

22 )1(   )]()(2)( )(  2 [ 
1
 lim ρλ , 

приходимо до  (18). 
 Теорема доведена. 

 
4. Висновок 

 
 З теореми можна зробити висновок, що 
цільова функція )(qM  оптимізаційної задачі (1) 
– (3) є лінійною відносно контрольованих 
параметрів, а )(qV  – квадратичною, якщо 
коефіцієнт варіації для випадкового проміжку 
часу між моментами надходження вимог 1ρ ≠ . 
Таким чином двокритеріальна оптимізаційна 
задача максимізації середнього прибутку та 

мінімізації величини ризику може бути 
розв’язана стандартними методами 
багатокритеріальної оптимізації (див., наприклад, 

[9]). Розв’язок задачі (1) − (3) ),...,q,q(qq *
r

***
21=  є 

таким керуванням вхідним потоком, що 
максимізує прибуток від роботи мережі та 
мінімізує величину ризику. 
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