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Вступ. 

В останні роки значна увага приділяється 

розвитку теорії динамічних систем. 

Велику роль для розвитку теорії динамічних 
систем відіграли дослідження, які проводились в 

Україні ще наприкінці ХІХ століття 

О.М.Ляпуновим. В середині 30-х років ХХ 
століття М.М. Крилов і М.М. Боголюбов зробили 

важливий внесок в загальну теорію динамічних 

систем. За останні 45 років в розвиток теорії 

динамічних систем та її застосування в 
прикладних науках для дослідження 

різноманітних еволюційних задач з нелінійною 

динамікою зробили: Шарковський О.М., Чуєшов 
І.Д., Коробов, В.І., Безуглий С.І., Даниленко О.І., 

Коляда С.Ф., Романенко О.Ю., Майстренко Ю.Л., 

Теплінський О.Ю., Федоренко В.В. [2] 
Нелінійні та компартментні динамічні 

системи широко поширені в біологічних та 

фізичних науках. Вони відіграють ключову роль 

в розумінні багатьох процесів, котрі 
відбуваються навколо нас. Область застосування 

невід’ємних і компартментних систем не 

обмежується біологічними та медичними 

системами. Їх широко використовують у 

системах хімічних реакцій, системах масового 

обслуговування, екологічних системах, 
економічних системах.  

Для того, щоб точно описати еволюцію вище 

згаданих систем потрібно враховувати для будь – 
якої математичної моделі динамічної системи 

історію попередніх станів системи [3]. 

Оскільки дослідження нелінійних систем 

сьогодні є актуальним та потребує уваги, тому 
метою роботи є розглянути нелінійну систему 

диференціальних рівнянь із запізненням, а також 

запропонувати метод побудови експоненціальної 
оцінки розв’язку на основі нерівності Хейла – 

Лунела. 

В роботі досліджуватимемо приклад 
невід’ємної системи. Такі моделі виникають при 

вивченні реальних медико – біологічних 

компртментних процесів [2-6]. 

 

Побудова експоненціальної оцінки. 

Отже, розглянемо невід’ємну систему
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де I  – одинична матриця.  
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отримаємо: 
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Змінивши порядок інтегрування в нерівності 

(10) отримаємо: 
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Об’єднавши нерівності (10) і (11), 
отримаємо: 
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Виходячи із виду функціоналу (5) та 

припущення про невід’ємність системи (1) 

маємо: 
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Використавши для (14) нерівність Хейла – 

Лунела де: 
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Теорему доведено. 

Приклад. Розглянемо систему на основі 
динаміки Міхаеліса – Ментена: 
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Система (16) може бути представленою у 
вигляді (1), де: 

,

00

00

00)(

13

12

312111

























a

a

aaa

A  

і 

,

0

)(

)(

))((
21

1
21

12

2
12

1




























m

m

d
K

tx
a

K

tx
a

txf

.

)(

0

)(

))((

31

1
31

13

3
13

2

























m

m

d

K

tx
a

K

tx
a

txf  

Тоді 
















































)(

)(

)(

)(

)(

)()(

))(())((

3

2

1

31

1
31

21

1
21

13

3
13

12

2
12

21

tx

tx

tx

K

tx
a

K

tx
a

K

tx
a

K

tx
a

txftxf

m

m

mm

dd

де  

144



Вісник Київського національного університету  
імені Тараса Шевченка 
Серія фізико-математичні науки  

2013, 4 Bulletin of Taras Shevchenko  
National University of Kyiv  

Series Physics & Mathematics 

 
 



























00

00

0

31

31

21

21

13

13

12

12

m

m

mm

K

a

K

a

K

a

K

a

 

Характеристичний поліном )(  матриці 
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Висновки. В роботі розглянута нелінійна 

невід’ємна система диференціальних рівнянь із 

запізненням, для якої побудовано 
експоненціальну оцінку на основі нерівності 

Хейла – Лунела. Результат досліджень підсилено 

практичним прикладом системи на основі 
динаміки Міхаеліса - Ментена. 
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