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Âñòóï. Äîáðå âiäîìî [1, 2], ùî äëÿ áóäü-
ÿêî¨ ïðÿìîêóòíî¨ ìàòðèöi ðîçìiðó m × n
iñíó¹ ïñåâäîîáåðíåíà çà Ìóðîì-Ïåíðîóçîì. Öåé
ôàêò ¹ êîðèñíèì ùå é òîìó, ùî ãàðàíòó¹ iñíó-
âàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i çà ìåòîäîì íàéìåí-
øèõ êâàäðàòiâ. Íà æàëü òàêîãî ðåçóëüòàòó äëÿ
ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü â íåñêií÷åííîâèìiðíèõ,
çîêðåìà, â ïðîñòîðàõ Ãiëüáåðòà, îòðèìàòè íå
âäà¹òüñÿ çà ðàõóíîê íàÿâíîñòi áiëüø ñêëàäíî¨
ãåîìåòði¨. Â äàíié çàìiòöi çàïðîïîíîâàíî îçíà-
÷åííÿ äåÿêîãî óçàãàëüíåíîãî ïñåâäîîáåðíåíî-
ãî òà ñèëüíîãî óçàãàëüíåíî-îáåðíåíîãî îïåðàòî-
ðiâ, ùî ¹ àíàëîãàìè âiäîìèõ ïîíÿòü ïñåâäîîáåð-
íåíîãî çà Ìóðîì-Ïåíðîóçîì òà óçàãàëüíåíî-
îáåðíåíîãî îïåðàòîðiâ [3].

Óçàãàëüíåíèé ïñåâäîîáåðíåíèé îïå-
ðàòîð â ïðîñòîðàõ Ãiëüáåðòà. Íåõàé L :
H1 → H2 � ëiíiéíèé îáìåæåíèé îïåðàòîð,
ùî äi¹ ç ïðîñòîðó Ãiëüáåðòà H1 â ïðîñòið
Ãiëüáåðòà H2. Âiäîìî [3], ùî òàêèé îïåðàòîð
ìà¹ ïñåâäîîáåðíåíèé òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè

âií íîðìàëüíî-ðîçâ'ÿçíèé (òîáòî ìà¹ çàìêíåíó
ìíîæèíó çíà÷åíü). Ïîêàæåìî ÿêèì ÷èíîì ìî-
æíà ðîçøèðèòè öå ïîíÿòòÿ íà äîâiëüíi ëiíiéíi
îáìåæåíi îïåðàòîðè. Äëÿ çíÿòòÿ óìîâè çàìêíå-
íîñòi ïîìiòèìî, ùî ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi ðîç-
êëàäè ïðîñòîðiâ â îðòîãîíàëüíi ñóìè

H1 = N(L)⊕X, H2 = R(L)⊕ Y.

Òóò X = N(L)⊥, Y = R(L)
⊥
. Â ñèëó ïðåäñòàâ-

ëåííÿ iñíóþòü îïåðàòîðè îðòîãîíàëüíîãî ïðî-
åêòóâàííÿ PN(L), PX òà P

R(L)
, PY íà âiäïî-

âiäíi ïiäïðîñòîðè. Ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç H ôà-
êòîð ïðîñòið ïðîñòîðó H1 çà ÿäðîì N(L) (H =
H1/N(L)). Òîäi, ÿê âiäîìî [7], iñíó¹ íåïåðåðâíà
ái¹êöiÿ p : X → H òà ïðîåêöiÿ j : H1 → H.
Òðiéêà (H1,H, j) ¹ ëîêàëüíî òðèâiàëüíèì ðîç-
øàðóâàííÿì ç òèïîâèì øàðîì PN(L)H1. Âèçíà-
÷èìî òåïåð îïåðàòîð

L = P
R(L)

Lj−1p : X → R(L) ⊂ R(L).

c© Î.Î. Ïîêóòíèé, 2013
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Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî âèçíà÷åíèé òà-
êèì ÷èíîì îïåðàòîð ¹ ëiíiéíèì, ií'¹êòèâíèì
òà íåïåðåðâíèì. Òåïåð ñêîðèñòàâøèñü ïðîöåñîì
ïîïîâíåííÿ [8] çà íîðìîþ ||x||X = ||Lx||F , äå
F = R(L), îòðèìà¹ìî íîâèé ïðîñòið X é ðîç-
øèðåíèé îïåðàòîð L. Òîäi öåé îïåðàòîð

L : X → R(L), X ⊂ X

áóäå çäiéñíþâàòè ãîìåîìîðôiçì ìiæ X òà R(L).
Ðîçãëÿíåìî ðîçøèðåíèé îïåðàòîð L = LPX :
H1 → H2,

H1 = N(L)⊕X,H2 = R(L)⊕ Y

Çðîçóìiëî, ùî Lx = Lx, x ∈ H1 òà îïåðàòîð L ¹
íîðìàëüíî ðîçâ'ÿçíèì.

Îçíà÷åííÿ 1. Îïåðàòîð L
+ : H2 → H1 áó-

äåìî íàçèâàòè óçàãàëüíåíèì ïñåâäîîáåðíåíèì
äî îïåðàòîðà L.

Çóâàæåííÿ 1. Ç äàíîãî îçíà÷åííÿ îäðàçó
âèïëèâà¹, ùî óçàãàëüíåíèé ïñåâäîîáåðíåíèé äî
îïåðàòîðà L ¹ ïñåâäîîáåðíåíèì äî îïåðàòîðà
L.

Ñèëüíèé óçàãàëüíåíî-îáåðíåíèé â
ïðîñòîðàõ Ôðåøå òà Áàíàõà. Íàãàäà¹ìî,
ùî â òîìó âèïàäêó, êîëè âèõiäíi ïðîñòîðè H1

òà H2 ¹ âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè, ïîíÿòòÿ ïðî
óçàãàëüíåíî-îáåðíåíèé îïåðàòîð áóëî ââåäåíî
ùå â ðîáîòi [9].

Âiäçíà÷èìî îäðàçó, ùî ãåîìåòðiÿ ïðîñòîðó
Áàíàõà óñêëàäíþ¹ ñòðóêòóðó äîïîâíþâàëüíî-
ñòi ïiäïðîñòîðiâ é âèêîíó¹òüñÿ äàëåêî íå çàâ-
æäè íà âiäìiíó âiä ëiíiéíèõ âåêòîðíèõ ïðî-
ñòîðiâ [4]. I òîìó ïèòàííÿ ïðî âèçíà÷åííÿ
óçàãàëüíåíî-îáåðíåíîãî â ÿêîìóñü ïåâíîìó ñåí-
ñi çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòèì. Çà ðàõóíîê ïðîöåñó
ïîïîâíåííÿ, ïðî ÿêèé éøëîñÿ â ïîïåðåäíié ÷à-
ñòèíi, öå ïîíÿòòÿ ìîæíà ïîøèðèòè íà âèïàäîê
ëîêàëüíî-îïóêëèõ ïðîñòîðiâ òà ïðîñòîðiâ Áàíà-
õà ç íåîáîâ'ÿçêîâî çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ çíà-
÷åíü.

Ïåðåéäåìî äî âiäïîâiäíèõ êîíñòðóêöié. Íå-
õàé çàäàíî ëiíiéíèé îáìåæåíèé îïåðàòîð L, ùî
äi¹ ç ïðîñòîðó Áàíàõà (Ôðåøå àáî ëîêàëüíî-
îïóêëîãî ) B1 ó ïðîñòið Áàíàõà B2. Íàäàëi áóäå-
ìî ââàæàòè, ùî äëÿ öèõ ïðîñòîðiâ ìàþòü ìiñöå

íàñòóïíi ðîçêëàäè â ïðÿìi ñóìè ïiäïðîñòîðiâ

B1 = N(L)⊕X, B2 = R(L)⊕ Y (1)

(òîáòî ïðîñòîðè N(L) òà R(L) äîïîâíþâàëüíi),
é âiäïîâiäíi ðîçêëàäè îäèíèöi

IB1 = PN(L) + PX , IB2 = P
R(L)

+ PY ,

äå P(·) - ïðîåêòîðè íà âiäïîâiäíi ïiäïðîñòîðè.
Çà àíàëîãi¹þ äî îçíà÷åíü, ââåäåíèõ â [9] äëÿ

âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ, ââåäåìî îçíà÷åííÿ óçà-
ãàëüíåíî¨ L äîïóñòèìî¨ ïàðè.

Îçíà÷åííÿ 2. Íåõàé L : B1 → B2 ëiíié-
íèé îáìåæåíèé îïåðàòîð, ùî äi¹ ç ïðîñòîðó
Áàíàõà B1 ó ïðîñòið Áàíàõà B2, à ïiäïðîñòî-
ðè X ⊂ B1 òà Y ⊂ B2 òàêi, ùî âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà ( 1). Òîäi âiäïîâiäíó ïàðó (X, Y ) áóäåìî
íàçèâàòè óçàãàëüíåíîþ L-äîïóñòèìîþ ïàðîþ.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð çâóæåíèé îïåðàòîð
LXx = Lx, x ∈ X, LX : X → R(L) (âií áóäå ëi-
íiéíèì, íåïåðåðâíèì òà ií'¹êòèâíèì). Ïîïîâíè-
ìî ïðîñòið X çà íîâîþ íîðìîþ ||x|| = ||LXx||B2

(ÿêùî ðîçãëÿäóâàíi ïðîñòîðè ¹ ïðîñòîðàìè
Ôðåøå àáî ëîêàëüíî-îïóêëèìè, òî ïîïîâíþ-
âàòè ñëiä çà çëi÷åííîþ ñèñòåìîþ íàïiâíîðì,
àáî â çàãàëüíîìó âèïàäêó çà ñèñòåìîþ íàïiâ-
íîðì, ùî âèçíà÷àþòü òîïîëîãiþ ïðîñòîðó [8])
i ðîçøèðèìî îïåðàòîð LX íà ïîïîâíåíèé ïðî-
ñòið X çà íåïåðåðâíiñòþ (ðîçøèðåíèé îïåðàòîð
áóäåìî ïîçíà÷àòè LX). Òîäi, ÿê âiäîìî, îïåðà-
òîð LX : X → R(L) áóäå çäiéñíþâàòè ãîìåî-
ìîðôiçì ìiæ ïðîñòîðàìè X òà R(L). Áóäåìî
ïîçíà÷àòè ÷åðåç B1 = X ⊕ N(L) - ðîçøèðåíèé
âèõiäíèé ïðîñòið.

Îçíà÷åííÿ 3. Íåõàé L ∈ L(B1, B2) òà
(X, Y ) - óçàãàëüíåíà L-äîïóñòèìà ïàðà. Òîäi
âiäîáðàæåííÿ

L−X,Y : B2 → B1,

L−X,Y y = L
−1
X y1, y = y1 + y2, y1 ∈ R(L), y2 ∈ Y,

íàçèâàòèìåìî ñèëüíèì (X, Y )-óçàãàëüíåíî
îáåðíåíèì äî L.

Çàóâàæåííÿ 2. ßêùî âèõiäíi ïðîñòî-
ðè ¹ ïðîñòîðàìè Ãiëüáåðòà, òî óçàãàëüíåíèé
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ïñåâäîîáåðåíèé îïåðàòîð L
+

äî îïåðàòîðà L
ç îçíà÷åííÿ 2 áóäå òàêîæ ñèëüíèì (X, Y )-
óçàãàëüíåíî-îáåðíåíèì äî L â ñåíñi îçíà÷åííÿ
6. Òàêèì ÷èíîì, â ïðîñòîðàõ Ãiëüáåðòà äîâiëü-
íèé ëiíiéíèé îáìåæåíèé îïåðàòîð ìà¹ ñèëü-

íèé (N(L)⊥, R(L)
⊥
)-óçàãàëüíåíî îáåðíåíèé.

Ëiíiéíi ðiâíÿííÿ ç îáìåæåíèì îïåðà-
òîðîì. Ïîíÿòòÿ óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ
òà ¨õ ïðåäñòàâëåííÿ. Ðîçãëÿíåìî â ïðîñòî-
ðàõ Áàíàõà B1 òà B2 ëiíiéíå ðiâíÿííÿ

Lx = y, (2)

äå y-ôiêñîâàíèé åëåìåíò ïðîñòîðó B2, L - òàêèé
ëiíiéíèé îáìåæåíèé îïåðàòîð, ùî ïàðà (X, Y )
¹ óçàãàëüíåíîþ L-äîïóñòèìîþ. Çðîçóìiëî, ùî â
çàãàëüíîìó âèïàäêó ðîçâ'ÿçîê òàêîãî ðiâíÿííÿ
ìîæå iñíóâàòè íå äëÿ âñiõ ïðàâèõ ÷àñòèí i ìî-
æå áóòè íå ¹äèíèì. Êîëè ðîçâ'ÿçêó íå iñíó¹ â
çâè÷àéíîìó ñåíñi, òî ÷àñòî âiäøóêóþòü òàêèé
åëåìåíò x ∈ B1 ÿêèé ìiíiìiçó¹ íîðìó íåâ'ÿçêè
||Lx−y||B2 . Éîãî íàçèâàþòü ïñåâäî- àáî êâàçiðî-
çâ'ÿçêîì â çàëåæíîñòi âiä ïðîñòîðiâ â ÿêèõ âî-
íî ðîçãëÿäà¹òüñÿ [3, 10]. Äëÿ iñíóâàííÿ òàêîãî
ðîçâ'ÿçêó óìîâà çàìêíåíîñòi ìíîæèíè çíà÷åíü
îïåðàòîðà L ¹ ñóòò¹âîþ é â çàãàëüíîìó âèïàäêó
òàêà âàðiàöiéíà çàäà÷à ìîæå íå ìàòè ðîçâ'ÿçêó.

Â öié ÷àñòèíi ðîáèòüñÿ ñïðîáà äàòè òàêi
îçíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ðiâíÿííÿ (2), ùîá ìî-
æíà áóëî ãàðàíòóâàòè ¨õ iñíóâàííÿ ïðè áóäü-
ÿêèõ ïðàâèõ ÷àñòèíàõ.

Ìè ðîçøèðèìî âèõiäíèé ïðîñòið B1 é îïå-
ðàòîð L íà íüîãî òàêèì ÷èíîì (âèêîðèñòàâøè
ïîáóäîâàíó âèùå êîíñòðóêöiþ), ùîá âàðiàöiéíà
çàäà÷à íà ðîçøèðåíîìó ïðîñòîði ìàëà ðîçâ'ÿç-
êè â ïåâíîìó ñåíñi çàâæäè. Âiäîáðàæåííÿ ÿêå
áóäå âñòàíîâëþâàòè âiäïîâiäíiñòü ìiæ ðîçâ'ÿç-
êàìè òà ïðàâèìè ÷àñòèíàìè â çàãàëüíîìó âè-
ïàäêó âèÿâëÿ¹òüñÿ áàãàòîçíà÷íèì.

Îçíà÷åííÿ óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ
òà îñíîâíèé ðåçóëüòàò. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè
ñôîðìóëþ¹ìî â ïðîñòîðàõ Áàíàõà òà Ãiëüáåð-
òà. Â òàêié ñèòóàöi¨ äëÿ ðiâíÿííÿ (2) ìè áóäåìî
âèäiëÿòè òàêi òðè òèïè ðîçâ'ÿçêiâ.

1) Êëàñè÷íi ðîçâ'ÿçêè.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè îïåðàòîð L

íîðìàëüíî-ðîçâ'ÿçíèé. Òîäi, ÿê âiäîìî åëåìåíò

y ∈ R(L) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè PN(L∗)y = 0.
Â öüîìó âèïàäêó iñíó¹ óçàãàëüíåíî-îáåðíåíèé
(ïñåâäîîáåðíåíèé çà Ìóðîì-Ïåíðîóçîì ó ïðî-
ñòîði Ãiëüáåðòà) îïåðàòîð L− (L+) i ìíîæèíà
ðîçâ'ÿçêiâ (2) ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿ-
äi

x = L−y + PN(L)c,∀c ∈ B1

( ó âèïàäêó ïðîñòîðó Ãiëüáåðòà åëåìåíò L+y ñå-
ðåä óñiõ ðîç'ÿçêiâ ìà¹ íàéìåíøó íîðìó ).

2) Ñèëüíi óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ìíîæèíà çíà-

÷åíü îïåðàòîðà L íå ¹ çàìêíåíîþ. Îñêiëüêè îïå-
ðàòîð L ìà¹ (X, Y )-óçàãàëüíåíó L-äîïóñòèìó
ïàðó, òî äëÿ ïðîñòîðiâ B1 òà B2 ñïðàâåäëèâèé
ðîçêëàä (1).

Òîäi ìè ìîæåìî âåñòè ìîâó ïðî ñèëüíèé
óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2). Îñêiëüêè
îïåðàòîð LX çäiéñíþ¹ ãîìåîìîðôiçì ìiæ ïðî-
ñòîðàìè X òà R(L), òî êîðåêòíèì áóäå íàñòóïíå
îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 4. Åëåìåíò L
−1
X y áóäåìî íàçè-

âàòè ñèëüíèì óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿ-
ííÿ ( 2), ÿêùî y ∈ R(L).

Òîäi ìíîæèíà âñiõ ñèëüíèõ óçàãàëüíåíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (2) áóäå ìàòè âèãëÿä

x = L−X,Y y + PN(L)c,∀c ∈ B1.

3) Óçàãàëüíåíi êâàçiðîçâ'ÿçêè.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè y /∈ R(L). Äëÿ

åëåìåíòà y öå ðiâíîñèëüíî âèêîíàííþ óìîâè
PN(L∗)y 6= 0. Â öüîìó âèïàäêó ñèëüíèõ óçàãàëü-
íåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ íå iñíó¹, àëå iñíóþòü òàêi åëå-
ìåíòè ç X, ùî ¹ ðîçâ'ÿçêàìè âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i
inf ||Lx − y||B2 , äå L = LXPX òà iíôiíóì áå-
ðåòüñÿ ïî âñiì åëåìåíòàì x ∈ X. Öi åëåìåíòè
i áóäåìî íàçèâàòè óçàãàëüíåíèìè êâàçiðîçâ'ÿç-
êàìè.

Îçíà÷åííÿ 5. Äîâiëüíèé åëåìåíò ç ìíî-
æèíè {L−X,Y y + PN(L)c}c∈B1 áóäåìî íàçèâàòè
óçàãàëüíåíèì êâàçiðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ ( 2).

Çàóâàæåííÿ 3. Çàçíà÷èìî, ùî ÿêùî
R(L) = R(L), òî óçàãàëüíåíi êâàçiðîçâ'ÿçêè
ñïiâïàäàþòü çi çâè÷àéíèìè êâàçiðîçâ'ÿçêàìè.
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Çàóâàæåííÿ 4. Îïåðàòîð L−X,Y ç îçíà÷åí-
íÿ 6 âèçíà÷à¹òüñÿ íå ¹äèíèì ÷èíîì íà âiäìiíó
âiä îïåðàòîðà L

+
.

Òåîðåìà 1. Íåõàé äëÿ îïåðàòîðà L iñíó¹
(X, Y ) óçàãàëüíåíà L - äîïóñòèìà ïàðà. Òîäi
ðiâíÿííÿ ( 2) ¹ çàâæäè ðîçâ'ÿçíèì.

a) 1. Iñíóþòü ñèëüíi óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè
ðiâíÿííÿ ( 2) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè åëåìåíò
y ∈ B2 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

PN(L∗)y = 0; (3)

ÿêùî y ∈ R(L), òî îòðèìàíi ðîçâ'ÿçêè áóäóòü
êëàñè÷íèìè;

2. ßêùî óìîâà ( 3) âèêîíó¹òüñÿ, òî ìíî-
æèíà ñèëüíèõ óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿí-
íÿ ( 2) áóäå ìàòè âèãëÿä

x = L−X,Y y + PN(L)c,∀c ∈ B1;

b) 1. Iñíóþòü óçàãàëüíåíi êâàçiðîçâ'ÿçêè ðiâ-
íÿííÿ ( 2) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè åëåìåíò
y ∈ B2 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

PN(L∗)y 6= 0; (4)

2. ßêùî óìîâà ( 4) âèêîíó¹òüñÿ, òî ìíîæèíà
óçàãàëüíåíèõ êâàçiðîçâ'ÿçêiâ áóäå ìàòè âèãëÿä

x = L−X,Y y + PN(L)c,∀c ∈ B1.

Çàóâàæåííÿ 5. ßêùî îïåðàòîð L ìà¹ âèãëÿä
L = I−A, äå ||An|| ≤ c, n ∈ N, c = const > 0, òî
îñíîâíi òâåðäæåííÿ ìîæóòü áóòè óòî÷íåíè-
ìè. À ñàìå: â ðîáîòi [11] ïîêàçàíî, ùî â öüîìó
âèïàäêó ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ ( 2) ìîæíà çíàõî-
äèòè ó âèãëÿäi óçàãàëüíåíîãî ðÿäó Íåéìàíà.

Àâòîð âäÿ÷íèé ïðîôåñîðó Ñåìåíîâó Â.Â.
çà ðÿä öiííèõ çàóâàæåíü é öiêàâiñòü äî ðîáîòè.
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