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Використання рівняння Гельмгольца 
дробового порядку для опису поширення 
електромагнітного випромінювання у 
оптичних хвилеводах 
 

Показано, що за допомогою рівняння 
Гельмгольца дробового порядку можна 
описувати поширення електромагнітного 
випромінювання у оптичних хвилеводах. Такий 
підхід дозволяє математично адекватно та 
фізично замкнено враховувати  дисипативні, 
поляризаційні та когерентні процеси у 
хвилеводних середовищах. 
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It is shown posible to describe the propagation 

of electromagnetic radiation in the optical 
waveguides by using the Helmholtz equation of 
fractional order. The approach allows considering 
the dissipative, polarizational and coherent 
processes in waveguide environments 
mathematically adequately and physically closed. 
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Вступ 
 

Для опису різних фізичних процесів часто 
використовуються методи дробового інтегро-
диференціювания [1]. Зокрема, за допомогою 
таких підходів розглядається багато 
електродинамічних задач, пов'язаних з 
поширенням електромагнітного випромінювання. 
Наприклад,  в роботі [4]  вивчаються 
поляризаційні властивості дробових електричних 
і магнітних полів, у [5] досліджується поширення 
НВЧ-хвиль у прямокутних хвилеводах, в роботі 
[6] за допомогою дробового хвильового рівняння 
проведено теоретичне та експериментальне 
обгрунтування фрактальності поширення 
електромагнітного випромінювання у різних 
поглинаючих та диспергуючих середовищах. 

У даній роботі за допомогою рівняння 
Гельмгольца дробового порядку досліджується 
поширення електромагнітного випромінювання у 
волоконних світловодах (ВС) зі профілем 
показника заломлення (ППЗ) типу "сходинка" 
(однак, цей метод можливо поширити і на 
випадок довільного ППЗ). При цьому 
використовується диференційне рівняння 

Гельмгольца з дробовою похідною Рімана –
Ліувілля [1] тільки уздовж напрямку поширення 
електромагнітного випромінювання (вісі z ). 

 
Теорія 

 
Розглянемо опис поширення 

електромагнітного випромінювання у ВС за 
допомогою рівняння Гельмгольца дробового 
порядку. 

У результаті узагальнення звичайного 
рівняння Гельмгольца [2] отримаємо наступне 
дробове рівняння Гельмгольца для поздовжньої 
складової електричного поля  ( )hr,0 jzE  (для 
зручності будуть розглядатися лише 
вісесиметричні j0TM -моди) 
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похідна Римана-Ліувілля порядкуa   
( )21 £<a  [1], ck w= , lz=h , l  - довжина 
хвилеводного середовища. При цьому функцію 
( )rn  для показника заломлення (ПЗ)  задаємо у 

вигляді 
 
 ( ) ( ) ( )anann -+-= rqrqr 21 , (2) 
 
де a  - радіус серцевини, 1n - ПЗ серцевини, 2n - 
ПЗ оболонки, ( )xq  - сходинкова функція 
Хевісайда, відповідно дослідження проводимо на 
прикладі ВС з сходинковим ППЗ. 

Далі рівняння (1) розв’язуємо методом 
розділення змінних, тобто представляємо 
електричне поле у вигляді 

( ) ( ) ( )hzrhr jjzjz eE 00 , =  і з урахуванням (2)  
знаходимо рівняння для поздовжньої компоненти 
електричного поля всередині серцевини 

 
 ( ) ( ) ( ) 01

0
22 =+D rr jzj eUa , (3) 

 

(де ( ) 2/122
1

2
jj nkaU b-=  - безрозмірний 

параметр моди в серцевині ВС, jb  - постійна 
поширення або власне значення j -ї моди)  та у 
оболонці 
 
 ( ) ( ) ( ) 02

0
22 =-D rr jzj eWa ,  (4) 

 

де ( ) 2/12
2

22 nkaW jj -= b  безрозмірний параметр 
моди у оболонці ВС. При цьому приходимо до 
наступної задачі Коші для функції ( )hz  
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Тут початкові умови узгоджені з початковими 
умовами, що випливають з фундаментального 
розв’язку ( ) ( )hbhz li jj exp=  рівняння (1) при 

2=g . 

Розв’язки рівнянь (3) та (4) для ВС детально 
аналізуються у [2], а розв’язок (5), як випливає з 
[1], записується у вигляді 
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sasa - функція Міттаг-

Леффлера [1].  Легко показати,  що розв’язок (6)  
при 2®g  зводиться до функції 

( ) ( )hbhz li jj exp= . При цьому, як зазначено у 
роботі [6], необхідно надалі користуватися не 
розв’язком (6), а функцією 
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Разом з тим легко показати,  що функція (7)  є 
розв’язком наступної задачі Коші 
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де a

x
C D0  - оператор дробової похідної Капуто, дія 

якого на довільну функцію ( )xf  записується у 
вигляді [7] 
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Таким чином, об’єднуючи розв’язки рівнянь (3) 
та (4) з (7), отримуємо наступний вираз для j -ї 
моди поздовжньої компоненти електричного 
поля 
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де A , B  -  деякі сталі,  ( )xJ 0  та ( )xK0  - 
відповідно функції Бесселя та Макдональда 
нульового порядку. Використовуючи (10), 
розраховуємо ненульові у цьому випадку 
поперечні компоненти електричного jE 0r  та 

магнітного jH 0j  полів у відповідності з 

формулами 
r

b
r ¶

¶
= zE

p
iE  та 

rm
e

j ¶
¶

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
= zE

p
iknH

2/1

0

0
2

, де 222 b-= nkp , а 

0e  та 0m  - відповідно електрична та магнітна 
проникність вільного простору [2]. Потім з умов 
неперервності мод jzE 0  та jH 0j  при a=r  
отримуємо наступне характеристичне рівняння 
[2] 
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де ( )xJ1  та ( )xK1  -  відповідно функції Бесселя 
та Макдональда першого порядку. 

Графічний розв’язок рівняння (11) для 
значень 5,11 =n , 12 =n , мкм1=a  та 

мкм55,1=l наведено на рис. 1, де 
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У цьому випадку існують дві моди з постійними 
поширення 1

1 мкм074,5 -»b  та 
1

2 мкм585,5 -»b  (на рис.1 вони схематично 
позначені чорними кружками). Потужність 
випромінювання, що поширюється по ВС, для 
кожної з цих мод можна розрахувати [2] 
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Рис. 1. Графік функції ( )bF . 
 
І,  нарешті,  на основі виразу (12)  можна 

ввести функцію затухання 
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яка вимірюється у кмдб . 
 

 
 

Дослідимо тепер залежність (13) для ВС 
довжиною км1=l та з параметрами наведеними 
вище. При цьому необхідно скористатися 
необхідним у даному випадку асимптотичним 
(при 1z � )  виразом для функції Міттаг-
Леффлера [3] 
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При припущенні, що затухання для такого ВС не 
повинно перевищувати значення 0,1дб км  для 
обох існуючих мод, отримуємо наступну 
величину для показника дробової похідної 
Капуто 12102 --=a .  Для цього значення на 
рис.2 суцільною лінією зображено графік функції 
(13) для першої моди (з 1b ), а пунктирною - для 
другої моди (з 2b ). 

Таким чином, в залежності від значень 
фізичних та геометричних параметрів ВС може 
реалізовуватися як одномодовий, так і 
багатомодовий режими поширення поширення 
електромагнітного випромінювання. При цьому 
за допомогою формули (11) для кожної моди 
визначаються сталі поширення, а з допомогою 
виразу (13) аналізується процес затухання кожної 
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моди.  Потрібно також зазначити,  що на відміну 
від врахування затухання при традиційному 
підході, коли виконується лише штучна заміна 
дійсних постійних поширення jb  на комплексні 

величини jjj ibbb ¢¢+¢= , з допомогою 
дробового інтегро-дифференціювання затухання 
описується природнім шляхом на основі 
розв’язку дробового рівняння Гельмгольца (1). 

 

 

h  

( )0 , дб кмjL h  

1j =  2j =  

 
Рис. 2. Графіки функцій затухання 
( ) ( )0 20lgj jL fh = - h  відповідно для першої 

( )1j =  та другої ( )2j =  мод, що виникають при 
поширенні електромагнітного випромінювання з 

мкм55,1=l  у світловоді з східчастим профілем 
показника заломлення з параметрами 5,11 =n , 

12 =n  та мкм1=a . 
 

Висновки 
 
Таким чином, в роботі виконано послідовний 

опис ВС зі східчастим ППЗ за допомогою 
дробового інегро-диференціювання, тобто 
наведено розв’язок рівняння Гельмгольца з 
дробовою похідною вздовж вісі z  для 
вісесиметричних j0TM -мод, розв’язане 
характеристичне рівняння для конкретного 
випадку, досліджено затухання потужності 
випромінювання мод, що виникають. 

Слід зазначити, що апарат дробового 
інтенгро-диференціювання дозволяє адекватно 
описувати і більш складні волоконні структури, 
досліджуючи при цьому не лише процеси 
дисипації, але й різноманітні поляризаційні і 
когерентні ефекти. При цьому, природно 
необхідно використовувати дробові похідні не 
тільки вздовж напрямку поширення 
випромінювання, а й для змінних r  та j . 
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