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Аналог сталої Ойлера для функцiї двох
змiнних

Для функцiї f ∈ C
(
[1, +∞)2

)
наведенi умови

збiжностi двоiндексної послiдовностi

anm =
n∑

k=1

m∑

j=1

f(k, j)−
n+1∫

1

du

m+1∫

1

f(u, v) dv

до сталої при n,m →∞.
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)
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Вступ

Стала Ойлера визначається як границя рi-
зницi n–тої часткової суми гармонiчного ряду
та натурального логарифма n

γ = lim
n→∞

(
1 +

1
2

+
1
3

+ . . . +
1
n
− ln n

)
=

= 0, 577215 . . .

Цю сталу Леонард Ойлер отримав у 1735 ро-
цi. Iталiйський математик Лоренцо Маскеронi
у 1790 роцi обчислив наближене значення цiєї
сталої з точнiстю до 10−32. Стала Ойлера зу-
стрiчається в багатьох формулах математично-
го аналiзу та його застосувань i належить до
визначних математичних сталих. Актуальними
є дослiдження рацiональних апроксимацiй ста-
лої Ойлера [1]. У роботi [2] методом зустрiчних
послiдовностей доведена збiжнiсть та оцiнена
швидкiсть збiжностi послiдовностi

bn = f(1) + f(2) + . . . + f(n)−
n∫

1

f(u) du, (1)

де f(x), x > 1 — неперервна i незростаюча на
промiжку [1, +∞) збiжна до нуля при x → +∞
дiйсна функцiя.

Для дiйсної невiд’ємної функцiї двох змiн-
них f(x, y), x, y > 1, неперервної на множинi
визначення, розглянемо двоiндексну послiдов-
нiсть

anm =
n∑

k=1

m∑

j=1

f(k, j)−
n+1∫

1

du

m+1∫

1

f(u, v) dv, (2)

n,m ∈ N.
У цiй статтi наведенi достатнi умови збi-

жностi двоiндексної послiдовностi (2). Отри-
манi результати можуть бути застосованi для
оцiнки похибки наближення часткових сум по-
двiйних рядiв подвiйними iнтегралами.

Основна частина

Нехай дiйсна фукцiя двох змiнних
f(x, y), x, y > 1 неперервна на множинi визна-
чення. Для натуральних чисел k, j через ωkj(f)
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позначимо коливання функцiї f на квадратi
[k, k + 1]× [j, j + 1]:

ωkj(f) = sup
k6x,s6k+1,j6y,t6j+1

|f(x, y)− f(s, t)| .

Теорема 1. Нехай для дiйсної функцiї f ∈
C

(
[1, +∞)2

)
подвiйний ряд

∞∑

k,j=1

ωkj(f) (3)

збiжний. Тодi двоiндексна послiдовнiсть
( 2) має скiнченну границю при γ(f) def=
limn,m→∞ anm.

Доведення. Для довiльних натуральних чисел
n,m маємо:

anm =
n∑

k=1

m∑

j=1

f(k, j)−
n+1∫

1

du

m+1∫

1

f(u, v) dv =

=
n∑

k=1

m∑

j=1

k+1∫

k

du

j+1∫

j

(f(k, j)− f(u, v)) dv.

Таким чином, anm є частковою сумою подвiй-
ного ряду

∞∑

k,j=1

k+1∫

k

du

j+1∫

j

(f(k, j)− f(u, v)) dv (4)

Оскiльки для довiльних k, j > 1 справджується
нерiвнiсть

∣∣∣∣∣∣∣

k+1∫

k

du

j+1∫

j

(f(k, j)− f(u, v)) dv

∣∣∣∣∣∣∣
6 ωkj(f),

а ряд (3) збiжний, то подвiйний ряд (4) збiжний,
звiдки випливає iснування скiнченної границi
limn,m→∞ anm. Теорема доведена.

П р и к л а д. Нехай

f(x, y) =
cosπx cosπy

(x + y)α
; x, y > 1

де α > 2. Для довiльних натуральних чисел k, j
справджується нерiвнiсть 0 6 ωkj 6 2 (k + j)−α,
а подвiйний ряд

∞∑

k,j=1

(k + j)−α

збiжний. Тому подвiйний ряд
∑∞

k,j=1 ωkj(f) збi-
жний i, внаслiдок теореми 1, двоiндексна послi-
довнiсть (2) збiжна.

Лема 1. Нехай двоiндексна послiдовнiсть
(dnm) неспадна (незростаюча) по кожному iн-
дексу при фiксованому iншому i обмежена
зверху (знизу). Тодi ця послiдовнiсть має скiн-
ченну границю при n,m →∞.

Доведення. Розглянемо випадок неспадної по
кожному iндексу при фiксованому iншому i
обмеженої зверху двоiндексної послiдовностi
(dnm). Тодi послiдовнiсть (dnn) неспадна i обме-
жена зверху. Тому iснує скiнченна границя

d = lim
n→∞ dnn. (5)

За означенням границi послiдовностi, для до-
вiльного ε > 0 iснує n0 ∈ N таке, що для всiх
n > n0 справджується ланцюжок нерiвностей
d − ε < dnn 6 d. Внаслiдок того, що послiдов-
нiсть (dnm) неспадна по кожному iндексу при
фiксованому iншому, для довiльних натураль-
них n,m > n0 при m > n маємо

d− ε < dnn 6 dnm 6 dmm 6 d.

Отже, limn,m→∞ dnm = d. Випадок незростаю-
чої по кожному iндексу при фiксованому iншо-
му i обмеженої знизу двоiндексної послiдовностi
розглядається аналогiчно. Лема доведена.

Теорема 2. Нехай невiд’ємна неперервна на
множинi визначення функцiя f(x, y);x, y > 1
задовольняє такi умови:

1) функцiя f незростаюча по кожнiй змiн-
нiй при фiксованiй iншiй;

2) ряди
∑∞

k=1 f(k, 1),
∑∞

j=1 f(1, j) збiжнi.

Тодi двоiндексна послiдовнiсть ( 2) збiжна.

Доведення. Доведемо, що двоiндексна послi-
довнiсть (2) неспадна по кожному iндексу при
фiксованому iншому. Для довiльних натураль-
них чисел n,m маємо:

a(n+1)m − anm =
m∑

j=1

f(n + 1, j)−

n+2∫

n+1

dx

m+1∫

1

f(x, y) dy =
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=
m∑

j=1

n+2∫

n+1

dx

j+1∫

j

(
f(n + 1, j)− f(x, y)

)
dy > 0,

оскiльки для довiльної точки (x, y) ∈ [n+1, n+
2] × [j, j + 1] справджується нерiвнiсть f(n +
1, j) > f(x, y). Аналогiчно, an(m+1) − anm > 0.
Встановимо обмеженiсть зверху послiдовностi
(2). Для довiльних натуральних чисел n,m ма-
ємо:

anm =
n∑

k=1

m∑

j=1

k+1∫

k

dx

j+1∫

j

(
f(k, j)− f(x, y)

)
dy

6
n∑

k=1

m∑

j=1

(
f(k, j)− f(k + 1, j + 1)

)
=

=
n∑

k=2

((
f(k, 1)− f(k,m + 1)

)
+

+
m∑

j=2

(
f(1, j)− f(n + 1, j)

))
+ f(1, 1)−

−f(n + 1,m + 1) 6
∞∑

k=1

f(k, 1) +
∞∑

j=1

f(1, j),

звiдки завдяки умовi 2) випливає обмеженiсть
зверху двоiндексної послiдовностi (2). Внаслi-
док леми 1, послiдовнiсть (2) збiжна. Теорема
доведена.

П р и к л а д. Функцiя

f(x, y) =
1

(x + y)2
; x, y > 1

задовольняє умови теореми 2. Внаслiдок цiєї те-
ореми, двоiндексна послiдовнiсть

anm =
n∑

k=1

m∑

j=1

(k + j)−2 −
n+1∫

1

dx

m+1∫

1

(x + y)−2 dy

=
n∑

k=1

m∑

j=1

(k + j)−2 − ln
(n + 2)(m + 2)
2(n + m + 2)

збiжна.

П р и к л а д. Функцiя

f(x, y) =
1

(x + y)α
; x, y > 1,

де параметр α > 1, α 6= 2, задовольняє умови
теореми 2. Внаслiдок цiєї теореми, двоiндексна
послiдовнiсть

anm =
n∑

k=1

m∑

j=1

(k + j)−α −
n+1∫

1

dx

m+1∫

1

(x + y)−α dy

=
n∑

k=1

m∑

j=1

(k + j)−α − 1
(2− α)(1− α)

×

×
(
(n + m + 2)2−α − (m + 2)2−α−

−(n + 2)2−α + 22−α
)

збiжна. Границю цiєї послiдовностi позначимо
через c(α). Цiкаво дослiдити функцiю c(α),
α > 1.

Висновки

Для функцiї двох змiнних f(x, y), x, y > 1,
монотонної по кожнiй змiннiй при фiксованiй
iншiй, знайденi умови збiжностi двоiндексної
послiдовностi (2) до сталої при n,m →∞, що є
аналогом збiжностi послiдовностi (1) у випадку
функцiї однiєї змiнної.

Отриманi результати можуть бути застосо-
ванi для оцiнки похибки наближення часткових
сум подвiйних рядiв подвiйними iнтегралами.
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