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Аксіоматична характеризація нечітких 

узагальнень методів розподілу витрат 
 

Розглядається застосування теорії нечітких 
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Вступ 

Проблеми розподілу (ресурсів, витрат, 

доходів, прибутків) в сучасному глобалізованому 

світі виходять на одне із чільних місць в системі 

пріоритетів цивілізації. Сучасний етап вивчення 

проблем розподілу починається в 70-х роках 

минулого сторіччя у зв’язку з відомими 

соціально-економічними потрясіннями у 

багатьох країнах світу. Однією з перших робіт, 

присвячених цій темі, була стаття Б. О'Ніла [1], в 

якій досліджувались проблеми наслідування 

спадку на основі матеріалів із Талмуда. Аналізу 

проблем банкрутства через призму теорії 

кооперативних ігор була присвячена і ключова 

стаття Р. Аумана (лауреата премії ім. А.Нобеля 

Академії наук Швеції з економіки за 2005р.) та 

М. Машлера «Теоретико-ігровий аналіз 

проблеми банкрутства із Талмуда» [2]. Серед 

інших робіт варто згадати також статтю П. Янга 

[3], в якій проблема розподілу досліджується 

через призму оподаткування. Методи розподілу 

та їхня аксіоматична характеризація 

досліджується і розробляється такими вченими 

як Е. Мулен, К. Герреро, В. Томпсон та ін. [1-9]. 

Сучасні результати в моделюванні розподілу 

витрат (прибутку) викладено в огляді 

В.Томпсона [4]. 

Постановка задачі 

Задачу розподілу будемо визначати трійкою 

(N,с,b) [5], де N – скінченна множина агентів, 

невід’ємне дійсне число с визначає кількість 

ресурсів (величину витрат або прибутку), яку 

необхідно розподілити, вектор  
Niibb


  

визначає для кожного агента і його заявку 

ib (наявну суму грошей), причому 0
1




n

i

ib  та 

1

0 0 .
n

i i

i

b , i N : c b


       (1) 

Розв’язком задачі розподілу є вектор 

 
Niixx


 , який ставить у відповідність кожному 

агенту і його частку ix , причому 

,0 ii bx     (2) 

.:



Ni

i cxNi    (3) 

Метод розподілу визначається 

відображенням r, яке кожній трійці (N,с,b) 

ставить у відповідність вектор витрат  
Niixx


 , 

),,( bcNrx  . 
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Існують такі чотири основні методи 

розподілу [5,6]: 

- Пропорційний податок: 

 nib

b

c
bcNprx in

i

i

ii ,1,),,(

1






; 

- Подушний податок (як узагальнення 

методу рівних витрат): 

   ,,1,,min),,( nibbcNulx iii   , де   - 

розв’язок   cbi

n

i




,min
1

 ; 

- Рівневий податок (узагальнення методу 

рівних прибутків): 

   ,,1,,min),,( nibbbcNugx iiii   , де 

  - розв’язок   cbb
n

i

ii

n

i


 11

,min  ; 

- Талмудичний метод (відповідає N-ядру 

кооперативної гри [5]):  ),,( bcNtalx ii  
























 


2/,2/,min,
1

i

n

i

ii bbcNug  

.,1,2/,0,2/max,
1

nibbcNul i

n

i

ii 






















 


 

Вище застосовано наступні позначення: ul 

від англ. “uniform losses”, ug - “uniform gains”, pr 

– “proportional”, tal – Talmudic method. Наведені 

методи (будемо називати їх «чіткими», на 

противагу «нечітким»[5,7]) не позбавлені певних 

недоліків [5,8]. Так, при розподілі за подушним 

податком може виникнути ситуація, при якій 

частка витрат деякого агента буде рівною його 

запасу грошей і він може відмовитись від 

кооперації. З іншого боку, при розподілі витрат 

згідно рівневого податку може виникнути 

ситуація, в якій деякий агент буде звільнений від 

оподаткування і максимальна коаліція 

розпадеться.  

При нечіткому узагальненні методу 

розподілу витрат r(N,c,b) приходимо до 

розв’язання такої параметричної (відносно 

параметру  , 10   ) задачі [9]: 

 

)7(.,0

)6(;
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Тут 1N , 2N  (
1 2N N N  ) – розбиття 

множини агентів, відповідні частки витрат яких є 

правосторонніми нечіткими числами 

трапецевидного типу,   1
ˆ, , ,i i ix x x i N    і 

  2
ˆ , ,j j jx x x j N   , з функціями належності 

Nkk , , де ˆ ( , , )kx r N c b  для всіх k N , 

1

ˆ
n

i

i

x c


 . Відмітимо, що трапецевидний тип 

функцій належності більш адекватно описує 

економічні пріоритети агентів у порівнянні з 

трикутними. Без зменшення загальності 

вважаємо, що агенти впорядковані за зростанням 

їхніх запасів грошей. 

Нехай вектор  ;,...,, 21 nxxx  є розв’язком 

задачі (4)-(7). Тоді вектор  nxxx ,...,, 21  

називається розподілом витрат при нечіткому 

узагальненні методу ( , , )r N c b , а параметр   

вказує міру узгодженості максимальної коаліції. 

В загальному випадку рішення про 

віднесення конкретного агента до підгрупи 1N  

чи 2N  залишається на розсуд особи, що приймає 

рішення (ОПР). Зокрема, в якості критеріїв 

можуть бути розглянуті такі правила: 

- У випадку пропорційного податку до 

групи 1N  відносимо всіх агентів, для яких 

Rbb
n

i

ii 
1

/ , де R – деяке порогове значення, що 

встановлюється ОПР. Агенти, для яких дана 

нерівність не виконується, включаються у групу 

2N ; 

- У випадку подушного податку до групи 

1N  відносимо всіх агентів, для яких подушний 

податок рівний їхньому запасу грошей ( ii bx ˆ ), 

всіх інших агентів включаємо у групу 2N ; 

- У випадку талмудичного методу до групи 

1N віднесемо агентів, для яких рівневий податок 

для половинних початкових запасів грошей 

менший за подушний. Всіх інших агентів 

відносимо до групи 2N . 

Для рівневого податку алгоритм дещо буде 

іншим. Так, в групу 1N  включаємо всіх агентів, 

частки витрат яких рівні нулю, і встановлюємо 

для них субсидії. Витрати і субсидії діляться 

серед агентів, що залишились – тобто тих, що 

належать групі 2N . 

Пропонується такий алгоритм для пошуку 

часток витрат агентів для нечіткого узагальнення 

методу розподілу r: 
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1. Знаходяться частки витрат агентів 

),,(ˆ bcNrxi  за методом розподілу r; 

2.  Множина агентів за певним правилом 

поділяється на дві групи: 1N  і 2N ; 

3. Встановлюються величини поступок для 

агентів першої i  ( 1Ni ) і другої j  

( 12 \ NNNj  ) груп – на скільки відсотків від 

величини ix̂  агенти першої групи згідні 

заплатити менше, а агенти другої – більше за 

величину, що приписує їм метод розподілу r. 

Знаходимо   1
ˆ1 , ,i i ix x i N    і 

  2,ˆ1 Njxx jjj   ; 

4. Величини витрат агентів розглядаються 

як правосторонні нечіткі числа трапецевидної 

форми, відповідно  iii xxx ˆ,  з функцією 

належності  ii x  ( 1Ni ) та  iii xxx ,ˆ  

 2Nj  з функцією належності  jj x ; 

5. Формується задача лінійного 

програмування виду (4)-(7), з якої знаходиться 

оптимальний розподіл  nxxx ,...,, 21  і ступінь 

задоволеності агентів цим розподілом – 

  .10   . Якщо дана величина не задовольняє 

ОПР, переходимо до п.3. Якщо ж задовольняє, то 

роботу алгоритму завершено. 

Оскільки на кожному кроці алгоритму 

потрібно розв’язувати задачу виду (4)-(7), то 

виникає питання про існування її розв’язку. 

Відповідь на це питання дає таке твердження. 

Твердження 1. Розв’язок  ;,...,, 21 nxxx  

задачі (4)-(7) завжди існує, причому рівень 

узгодженості максимальної коаліції ).1,0(  

Доведення. Для доведення існування 

розв’язку задачі (4)-(7) необхідно показати, що 

множина допустимих розв’язків цієї задачі не 

порожня і цільова функція обмежена зверху.  

Розглянемо вектор  ;,...,, 21 nxxx . 

Покладемо 
kk xx ˆ  для всіх 0,  Nk . Оскільки 

cx
n

i

i 
1

ˆ , а функції належності агентів невід’ємні 

за означенням, даний розв’язок буде 

допустимим. Отже, множина допустимих 

розв’язків не є порожньою. А оскільки  .10    

за означенням, то цільова функція задачі (4)-(7) 

буде обмеженою (як зверху, так і знизу). Отже, 

розв’язок задачі (4)-(7) існує завжди. 

Покажемо, що  .10    Припустимо, що 

1 . Це означає, що всі функції належностей 

агентів також рівні 1. Це можливо тільки, 

якщо
ii xx   для всіх 

1Ni  і 
jj xx ˆ  для всіх 

2Nj . Але в цьому випадку не виконується 

рівність cx
n

i

i 
1

, так як 
ii xx ˆ  для всіх 

1Ni . 

Отже, такий розв’язок не є допустимим, тому 

1 . 

Доведемо, що 0 . Припустимо, що вектор 

 ;,...,, 21 nxxx  є розв’язком задачі (4)-(7) і 0 . 

Це означає, що не існує допустимого розподілу, 

для якого би виконувалась нерівність 0 . 

Нехай 
1  - довільне число з інтервалу  

1
,0 Nx , 

де  ii
Ni

N xxx 


ˆmin
1

1
, а 

2  - довільне число з 

інтервалу  
2

,0 Nx , де  ii
Ni

N xxx ˆmin
2

2



. 

Покладемо 
1

ˆ  ii xx  для всіх 
1Ni  і  

2
ˆ  jj xx  

для всіх 
2Nj . Оскільки 

iii xxx ˆ , 
jjj xxx ˆ , 

то в даних точках функції належностей агентів не 

рівні нулю. Залишилось перевірити виконання 

умови cx
n

i

i 
1

. 

Маємо: 

    2211

12

2

1

1

1

ˆˆˆ  nnxxxx
n

i

i

Nj

j

Ni

i

n

i

i  


, 

де 11 Nn  - потужність першої підмножини, 

22 Nn   - другої. Оскільки 1  та 2  довільні, 

виберемо їх так, щоб виконувалась рівність: 

02211   nn . Отримуємо 
2

1

2

1

n

n





. При 

даних значеннях відхилень рівність cx
n

i

i 
1

 

виконується. 

Це означає, що вектор  ;,...,, 21 nxxx  є 

допустимим розв’язком, причому для нього 

0 . Отримуємо протиріччя, отже, остаточно 

маємо 0 . Твердження доведено. 

Дослідження розв’язку задачі (4)-(7) 

Оскільки функції належності агентів є 

правосторонніми нечіткими числами 

трапецевидного типу, то позначимо через L
kx  

лівий кінець інтервалу нечіткості відповідного 

нечіткого числа, а через R
kx  - правий кінець. Тоді 

бажана частка витрат агента k представляється 

нечітким числом   Nkxx R
k

L
k ,, . Сума бажаних 

часток витрат агентів також буде нечітким 

числом: .,
11












n

k

R
k

n

k

L
k xx  Функція належності 

цього нечіткого числа визначається за формулою: 
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Позначимо 
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1
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Твердження 2. 0   є розв’язком задачі 

(4)-(7). При цьому чіткі частки витрат агентів 

визначаються за формулою:    

 L
k

R
k

R
kk xxxx  0 , Nk .                          (8). 

Доведення. Покажемо, що обмеження задачі 

(4)-(7) задовольняються. З огляду на вигляд 

функцій належності агентів, обмеження (5) може 

бути записане у вигляді 
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Підставимо  L
k

R
k

R
kk xxxx  0 : 
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Отже, обмеження (5) виконуються для 

Nk  як обмеження-рівності. 

Підставимо (8) у обмеження (6). Маємо: 
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Отже, обмеження (6) також виконуються. 

Оскільки 














n

k

L
k

n

k

R
k

n

k

R
k

xx

cx

11

1
0 , то очевидним є 

виконання обмеження 10 0   . Покажемо, 

що обмеження (7) також виконуються. 

Розглянемо деякого агента k, для якого 

 L
k

R
k

R
kk xxxx  0 . Можливі два випадки: 

1Nk  і 2Nk . Для 1Nk  маємо: 

    kkkkkk xxxxxx ˆˆˆ1ˆˆ
00 

  01ˆ
0  kx , оскільки 1,1 0   . 

Для 2Nk  маємо: 

        kkkkkk xxxxxx ˆˆ1ˆˆ1ˆ1 00 

  01ˆ
0  kx . 

Тобто, обмеження (7) виконуються для 
Nk . Це означає, що запропонований 

розв’язок є допустимим. Покажемо його 

оптимальність. 

Припустимо, що існує деяке 0  , яке є 

розв’язком задачі (4)-(7). Це означає, що всі 

обмеження (5) виконуються строго відносно 0 : 

0 



L
k

R
k

k
R
k

xx

xx
, Nk .  (9) 

З (9) випливає, що для Nk  виконується 

нерівність  L
k

R
k

R
kk xxxx  0 . Підсумовуючи 

ці нерівності по nk ,1  і враховуючи (6), 

отримуємо, що c<c. Маємо протиріччя.  

Отже, 0   є розв’язком задачі (4)-(7). 

Твердження доведено. 

Дослідження властивостей розв’язків 

Для чітких методів розподілу є добре 

розроблена система аксіом, які їх характеризують 

[7]. Однією з таких аксіом є аксіома «рівного 

ставлення до рівних». 

Говорять, що метод r задовольняє аксіомі 

Рівного Ставлення до Рівних, якщо для будь-яких 

двох агентів i та j з рівності їх початкових запасів 

випливає рівність їх часток витрат 

( Njixxbb jiji  ,, ). 

Твердження 3. Якщо деякий чіткий метод 

розподілу витрат задовольняє аксіомі Рівного 

Ставлення до Рівних, то його нечітке 

узагальнення також задовольняє цій аксіомі. 

Доведення. Розглянемо деяких двох агентів 

Nji , , для яких 
ji bb  . Оскільки чіткий 

метод розподілу витрат задовольняє аксіомі 
Рівного Ставлення до Рівних, то для цих агентів 

виконується рівність 
ji xx ˆˆ  . З останньої рівності 

випливає, що 
L
j

L
i xx   і R

j
R
i xx  . А отже, 

враховуючи формулу (8), виконується 

рівність 
ji xx  . Тобто нечітке узагальнення 

початкового методу розподілу витрат також 
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задовольняє аксіомі Рівного Ставлення до 

Рівних. Твердження доведено. 

Говорять, що метод r задовольняє аксіомі 

Узгодженості з Нулем (УзН), якщо агент з 

нульовим запасом грошей не впливає на розподіл 

витрат серед інших агентів: 

   .,,,,,\),,(0 \]\[ ibNcbciNrbcNrb iNiNi   

Очевидно, що нечіткі узагальнення методів 

розподілу витрат, що задовольняють аксіомі 

(УзН), також задовольняють цій аксіомі. 

Говорять, що метод r задовільняє аксіомі 

Незалежності від Шкали, якщо виконується 

умова:     0,,,,,  kbcNkrkbkcNr . Дійсно, частка 

витрат кожного агента не повинна залежати від 

того, в якій валюті виражені витрати. 

Твердження 3. Якщо деякий чіткий метод 

розподілу витрат задовольняє аксіомі 

Незалежності від Шкали, то його нечітке 

узагальнення також задовольняє цій аксіомі. 

Доведення. Нехай для чіткого методу 

виконуються співвідношення: Nixkx ii  ,ˆˆ , де 

.0k  Маємо: 

    1,ˆˆ1ˆ1ˆ Nixkxkxx
L

iii

L

i   ; 

2,ˆˆˆˆ Nixkxkxx
L

iii

L

i  ; 

1,ˆˆˆˆ Nixkxkxx
R

iii

R

i  ; 

    2
ˆ ˆ ˆ ˆ1 1 , .R R

i i i ix x k x kx i N          

Отже, Nixkxxkx
L

i
L

i

R
i

R

i  ,ˆˆ,ˆˆ . Для 0  

маємо: 

.0

11

1

11

1

11

1
0  
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Отже, для довільного агента і отримуємо: 

    i
L
i

R
i

R
i

L
i

R
i

R
ii kxxxkkxxxxx  00  . 

Твердження доведено. 

Метод r задовольняє аксіомі Впорядкування, 

якщо виконується умова: 
jiji xxbb   для 

Nji , . 

Твердження 4. Якщо деякий чіткий метод 

розподілу витрат задовольняє аксіомі 

Впорядкування, то його нечітке узагальнення 

також задовольняє цій аксіомі. 

Доведення. Маємо, що 
jiji xxbb ˆˆ   для 

Nji , . Тоді для цих агентів L

j

L

i xx  , R

j

R

i xx  . 

Розглянемо різницю   L
j

R
j

R
jij xxxxx 0  

       01 000  L
i

L
j

R
i

R
j

L
i

R
i

R
i xxxxxxx  . 

А отже ji xx  . Твердження доведено. 

 

Висновки 

Основною ідеєю нечітких узагальнень 

методів розподілу, що пропонуються, є поділ 

множини агентів на дві підмножини, де агенти із 

першої підмножини платять менше своєї частки 

витрат, а агенти із другої - покривають утворений 

дефіцит. Дана ідея фактично використовується у 

прогресивному оподаткуванні. Оскільки 

розв’язок нечіткої задачі розподілу витрат 

завжди існує і може бути описаний аналітично, 

то такі узагальнення є придатними для 

застосування на практиці. Більше того, вони 

дозволяють враховувати не тільки нечіткість 

реальних даних, але й нерівність між агентами. 
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