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Вступ 

Процеси дифузії аномальної природи, що 

відхиляються від класичної гауссівської дифузії, 

зустрічаються у багатьох фізичних системах 

[1, 2, 3].  У роботі [2] розглядаються приклади 

систем із різних областей (геології, фізики, хімії, 

економіки), в яких були виявлені процеси 

аномальної дифузії. Зокрема, сюди можна 

віднести явища тепло-, масопереносу, 

розповсюдження забруднення у пористих 

середовищах [4]. Аномальна дифузія виникає у 

середовищах із самоподібною структурою. 

Навіть матеріали, котрі не мають фрактальної 

«архітектури» на мікрорівні, а володіють лише 

масштабною інваріантністю кількох порядків 

(мезорівень), мають унікальні фізичні 

властивості, що є наслідком їх самоподібної 

структури [5]. У зв’язку з цим постає проблема 

побудови адекватних математичних моделей 

таких середовищ. 

Одним із найбільш плідних підходів є опис 

цих процесів за допомогою узагальнених рівнянь 

дифузії. Як правило, узагальнюють часову 
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похідну [6, 7, 8, 9], замінюючи її на похідну 

деякого дробового порядку 𝛽  у розумінні 

Рімана-Ліувілля або ж Капуто. 

𝜕

𝜕𝑡
𝑈 𝑥, 𝑡 = 𝐾 𝑥, 𝑡 

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑈 𝑥, 𝑡 + 𝐹 𝑥, 𝑡 ;  (1) 

𝜕𝛽

𝜕𝑡𝛽
𝑈 𝑥, 𝑡 = 𝐾 𝑥, 𝑡 

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑈 𝑥, 𝑡 + 𝐹 𝑥, 𝑡 ; (2) 

Якщо покласти 𝛽 = 1 , матимемо класичне 

рівняння дифузії (1).  При 𝛽 ∈  0, 1  відповідні 

процеси дістали назву повільної дифузії чи 

субдифузії, при 𝛽 ∈  1, 2  ― супердифузії; при 

𝛽 = 2  ― хвильове рівняння. Тому інколи 

рівняння дробової дифузії називають також 

дифузійно-хильовими рівняннями 

(diffusion-wave equations). Ці узагальнення є 

досить добре вивченими: для систем типу (2) 

отримано апріорні оцінки для крайових задач 

першого та третього роду [10], знайдено 

фундаментальні розв’язки [11, 12], розв’язано 

задачі ідентифікації джерела [13], розроблено 

чисельні методи [14, 15] тощо.  

Зазначимо, що узагальнення можна 

проводити й в інший спосіб. А саме, вести його 

не за часовою змінною, а за просторовими.  

𝜕

𝜕𝑡
𝑈 𝑥, 𝑡 = 𝐾 𝑥, 𝑡 

𝜕𝛼

𝜕𝑥𝛼
𝑈 𝑥, 𝑡 + 𝐹 𝑥, 𝑡 ; (3) 

при цьому зазвичай розглядають 𝛼 ∈  1, 2  

(такі процеси теж називають супердифузією). 

При 𝛼 = 2  отримуємо рівняння (1), при 𝛼 = 1 

класичне гіперболічне рівняння. 

Дослідженню систем із дробовими похідними 

за простором присвячено кілька праць 

[15, 16, 17, 18]. Зокрема, у [18] в якості дробової 

похідної розглядався оператор Рісса-Вейля та 

було прослідковано зв’язок із блуканнями Леві. 

Загалом, рівняння фрактальної дифузії з 

дробовою похідною за простором лишаються 

маловивченими, що говорить про актуальність 

теми. 

Дробові похідні 

Позначимо Ω =  𝑎, 𝑏 , −∞ ≤ 𝑎 ≤ 𝑏 ≤ ∞, тобто 

Ω  може бути відрізком, променем або всією 

віссю. 

Через 𝐴𝐶 Ω  позначатимемо клас функцій 

𝑓 𝑥  абсолютно неперервних на Ω . Зауважимо, 

що клас 𝐴𝐶 Ω  збігається із класом первісних від 

інтегровних за Лебегом функцій. 

Позначимо через 𝐼𝑎  оператор інтегрування з 

фіксованою нижньою межею 

 𝐼𝑎𝑓  𝑡 =  𝑓 𝑠 

𝑡

𝑎

𝑑𝑠, 

а через 𝐼𝑎
𝑛  ― його 𝑛-ий степінь. 

Застосовуючи індукцію, легко отримати 

представлення 𝐼𝑎
𝑛  через 𝐼𝑎 . 

Лема 1. [10] Нехай 𝑓:  𝑎, +∞ → ℝ  ― 

локально інтегровна функція. Тоді ∀𝑡 ≥ 𝑎  має 

місце формула Коші-Діріхле 

 𝐼𝑎
𝑛𝑓  𝑡 =

1

 𝑛 − 1 !
  𝑡 − 𝑠 𝑛−1

𝑡

𝑎

𝑓 𝑠 𝑑𝑠. 

За допомогою цієї рівності можна ввести 

означення інтегралу довільного додатнього 

порядку 𝛼: 

Означення 1. Нехай 𝑡 ≥ 𝑎 . Інтегралом 

Рімана-Ліувілля функції 𝑓 називають вираз 

 𝐼𝑎
𝛼𝑓  𝑡 =

1

Γ 𝛼 
  𝑡 − 𝑠 𝛼−1 𝑑𝑠

𝑡

𝑎

, 

де Γ ∙  ―  гама-функція Ейлера: 

Γ 𝛼 =  𝑒−𝜏𝜏𝛼−1

∞

0

𝑑𝜏. 

Побудований інтегральний оператор 

називають лівостороннім інтегралом [19] та 

інколи позначають 𝐼𝑎+
𝛼 . Розглядають також 

правосторонні інтеграли 

 𝐼𝑏
𝛼𝑓  𝑡 = −

1

Γ 𝛼 
  𝑡 − 𝑠 𝛼−1𝑓 𝑠 𝑑𝑠,

𝑏

𝑡

 

де 𝑡 ≤ 𝑏. Відповідно, позначають через 𝐼𝑏−
𝛼 . 
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Звісно, що і лівосторонній, і правосторонній 

інтеграли можна записати за допомогою єдиної 

формули 

 𝐼𝑎
𝛼𝑓  𝑡 =

sgn  𝑡 − 𝑎 

Γ 𝛼 
  𝑡 − 𝑠 𝛼−1𝑓 𝑠 𝑑𝑠.

𝑡

𝑎

 

Покладемо для повноти 𝐼𝑏
𝛼𝑓 = 𝑓. 

Означення 2. Нехай 𝑓:  𝑎, 𝑏 → ℝ , 𝑡 ∈  𝑎, 𝑏 , 

0 < 𝛼 ≤ 1. Тоді оператори 

𝐷𝑎
𝛼𝑓 =

𝑑

𝑑𝑡
𝐼𝑎

1−𝛼𝑓, 𝐷𝑏
𝛼𝑓 =

𝑑

𝑑𝑡
𝐼𝑏

1−𝛼𝑓 

називаються відповідно лівосторонньою та 

правосторонньою похідною Рімана-Ліувілля. 

Отже, 𝐷𝑎
𝛼𝑓 = 𝐷1 ∘ 𝐼𝑎

1−𝛼 . Аналогічно 

означуються похідні довільних додатніх 

порядків: для 𝛼 ∈  𝑛, 𝑛 + 1  покладемо 

𝐷𝑎
𝛼𝑓 =

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝐼𝑎
𝑛−𝛼𝑓. 

Утворювати суперпозицію дробового 

інтегрування та диференціювання цілого 

порядку можна й інакше. 

Означення 3. Похідною Капуто 

називатимемо оператор 

𝐷𝐶
𝑎
𝛼𝑓 = 𝐼𝑎

𝑛−𝛼  
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑓 , 

де 𝑛 =  𝛼  ― найменше ціле число, таке що 

𝑛 ≥ 𝛼. 

Таким чином, 𝐷𝐶
𝑎
𝛼𝑓 = 𝐼𝑎

𝑛−𝛼 ∘ 𝐷𝑡
𝑛 . 

 

Лема 2. Для довільного 𝑠 має місце наступна 

рівність 

 
𝑒−𝑠𝑡

𝑡𝛼+1

∞

0

𝑑𝑡 = Γ −𝛼 𝑠𝛼 ,                4  

де 𝛼 ≠ 0, 1, 2, … . 

Доведення. Здійснивши заміну 𝜏 = 𝑠𝑡 , 

𝑑𝑡 =
1

𝑠
𝑑𝜏, одержимо 

 
𝑒−𝑠𝑡

𝑡𝛼+1

∞

0

𝑑𝑡 = 𝑠𝛼  𝑒−𝜏𝜏− 𝛼+1 

∞

0

𝑑𝜏 = Γ −𝛼 𝑠𝛼 . 

∎ 

Для подальших доведень на буде потрібна із 

[15] наступна 

Лема 3. Нехай 𝑎  та 𝑏  ― деякі числа, 𝑎 ∈
 0,1 . Тоді ряд 

  
Γ 1 − 𝑎𝑘 − 𝑏 

𝑘!
  𝑧𝑘  

∞

𝑘=0

                (5) 

збігається при довільному 𝑧. 

Доведення. Вирахуємо радіус збіжності ряду 

(5): 

𝑅 = lim
𝑘→∞

 
Γ 1 − 𝑎𝑘 − 𝑏 

𝑘!

 𝑘 + 1 !

Γ 1 − 𝑎𝑘 − 𝑎 − 𝑏 
 = 

=
𝑘 + 1

 𝑎 𝑎𝑘−𝑎
= ∞. 

Отже, ряд вигляду (5) є збіжним при 

довільному 𝑧. 

∎ 

Рівняння дифузії з дробовою похідною 

за простором 

В області Ω+
2 =   𝑥, 𝑡 : 𝑥 ≥ 0, −∞ < 𝑡 < +∞  

розглядається крайова задача без початкових 

умов для рівняння гіперболічного типу: 

𝜕

𝜕𝑡
𝑣 = 𝜆2

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑣,                     (6) 

𝑣 0, 𝑡 = 𝐴𝑒𝑖𝜔𝑡 .                      (7) 

Тут 𝑣 = 𝑣 𝑥, 𝑡  та 𝑣 ∈ 𝐴𝐶 Ω+
2  . 

Розв’язок задачі (6)-(7) має наступний вигляд 

𝑣 𝑥, 𝑡 = 

= 𝐴 exp  − 
𝜔

2𝜆2
+ 𝑖  − 

𝜔

2𝜆2
𝑥 + 𝜔𝑡  .  (8) 
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Дійсна частина цього розв’язку 𝑣 = Re 𝑣  

задовольняє рівняння (6), граничну умову 

𝑣 0, 𝑡 = 𝐴 cos 𝜔𝑡                     (9) 

та умови обмеженості  𝑣 𝑥, 𝑡  < 𝑀 , де 𝑀  ― 

додатня стала, має вигляд 𝑣  𝑥, 𝑡 = 

= 𝐴 exp  − 
𝜔

2𝜆2
𝑥 cos  𝜔𝑡 −  

𝜔

2𝜆2
𝑥 .  (10) 

Якщо узагальнити просторову похідну у 

правій частині рівняння (6), отримаємо наступну 

задачу дровобої дифузії: 

𝜕

𝜕𝑡
𝑢 = 𝜆2 𝐷𝑥 +

𝛼𝑢,                         (11) 

𝑢 0, 𝑡 = 𝐴𝑒𝑖𝜔𝑡 .                      (12) 

Тут 1 < 𝛼 < 2, 𝑢 = 𝑢 𝑥, 𝑡 , 𝑢 ∈ 𝐴𝐶 Ω+
2  , 𝐷𝑥 +

𝛼  ― 

правостороння дробова похідна у розуміння 

Рімана-Ліувілля. Помітимо, що 𝐷𝑥 +
𝛼𝑒𝑞𝑥 = 

=
1

Γ 1 − 𝛼 

𝑑

𝑑𝑥
 

𝑒𝑞𝜁

 𝑥 − 𝜁 𝛼
𝑑𝜁 =

𝑥

−∞

 

=
1

Γ 1 − 𝛼 

𝑑

𝑑𝑥
 

𝑒𝑞 𝑥−𝜂 

𝜂𝛼
𝑑𝜂 =

∞

0

 

=
1

Γ 1 − 𝛼 

𝑑

𝑑𝑥
 𝑒𝑞𝑥  𝑒−𝑞𝜂 𝜂−𝛼

∞

0

𝑑𝜂 = 

=
𝑞𝛼−1

Γ 1 − 𝛼 

𝑑

𝑑𝑥
 𝑒𝑞𝑥Γ 1 − 𝛼  = 𝑞𝛼𝑒𝑞𝑥 .             (13) 

Розв’язок задачі будемо шукати у вигляді 

𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝐴𝑒𝑎𝑥 +𝑏𝑡 ,                      (14) 

де 𝑎 та 𝑏 ― деякі сталі. Підставивши вираз (14) у 

рівняння (11) та у граничну умову (12), 

враховуючи (13), отримуємо 

𝑏 = 𝑖𝜔; 

𝜕

𝜕𝑡
 𝐴𝑒𝑎𝑥 +𝑏𝑡  = 𝐴𝑏𝑒𝑎𝑥 +𝑏𝑡 , 

𝜆2 𝐷𝑥 +
𝛼 𝐴𝑒𝑎𝑥 +𝑏𝑡 = 𝜆2𝐴𝑒𝑏𝑡 𝐷𝑥 +

𝛼𝑒𝑎𝑥  = 

= 𝜆2𝐴𝑒𝑏𝑡𝑎𝛼𝑒𝑎𝑥 ; 

звідки 

𝑎 = ±  
𝑖𝜔

𝜆2
 

1
𝛼 

. 

З умов обмеженості  𝑢 𝑥, 𝑡  < 𝑀 , як і в 

«класичному» випадку, обираємо  

𝑎 = − 
𝑖𝜔

𝜆2
 

1
𝛼 

. 

Отже, маємо 

𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝐴 exp  𝑖𝜔𝑡 − 𝑥  
𝑖𝜔

𝜆2
 

1
𝛼 

 . 

𝑖
1

𝛼  не є аналітичною функцією змінної 𝛼, її 

можна розглядати як сім’ю функцій виду  

𝑖
1

𝛼 = exp  𝑖  
𝜋

2𝛼
+

2𝑘𝜋

𝛼
  . 

Для того, аби розв’язок мав сенс для всіх 

𝛼 ∈  1,2 , слід обрати функцію, котра відповідає 

значенню 𝑘 = 0, тобто головне значення: 

𝑖
1

𝛼 = exp  
𝜋𝑖

2𝛼
 . 

Отже, 

𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝐴 exp  𝑖𝜔𝑡 − 𝑥 
𝜔

1
𝛼 

𝜆
2

𝛼 
exp  

𝜋𝑖

2𝛼
  = 

= 𝐴 exp  𝑥 
𝜔

1
𝛼 

𝜆
2

𝛼 
cos  

𝜋

2𝛼
  × 

×  cos  𝜔𝑡 − 𝑥 
𝜔

1
𝛼 

𝜆
2

𝛼 
sin  

𝜋

2𝛼
  +    

 +𝑖 sin  𝜔𝑡 − 𝑥 
𝜔

1
𝛼 

𝜆
2

𝛼 
sin  

𝜋

2𝛼
   .  (15) 

Дійсна частина розв’язку 𝑢 = Re 𝑢  

задовольняє рівнянню (11) та граничній умові 
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𝑢 0, 𝑡 = 𝐴 cos 𝜔𝑡 ,                       (16) 

має наступний вигляд 

𝑢  𝑥, 𝑡 = 𝐴 exp  𝑥 
𝜔

1
𝛼 

𝜆
2

𝛼 
cos  

𝜋

2𝛼
  ×  

× cos  𝜔𝑡 − 𝑥 
𝜔

1
𝛼 

𝜆
2

𝛼 
sin  

𝜋

2𝛼
  . 

Важливим є наступне 

Зауваження 1. 𝑢  𝑥, 𝑡 → 𝑣  𝑥, 𝑡  при 𝛼 → 2. 

Сформулюємо тепер основний результат 

роботи. 

Теорема 1. Розв’язки (15) та (8) пов’язані 

співвідношенням: 

𝑢 𝑥, 𝑡 =  𝒦 𝑥, 𝜏 𝑣 𝜏, 𝑡 𝑑𝜏,

∞

0

                   (17) 

де 

𝒦 𝑥, 𝜏 =  
1

𝑛! Γ  −
𝑛
𝛼
 

𝑥𝑛

𝜏
𝑛
𝛼

+1

∞

𝑛=0

. 

Доведення. Використання формул доповнення 

(добуток гама-функції та синуса) дозволяє 

оцінити збіжність ряду 𝒦 𝑥, 𝜏 , увівши 

допоміжний ряд наступним чином: 

 
1

𝑛! Γ  −
𝑛
𝛼 

𝑥𝑛

𝜏
𝑛
𝛼

+1
=

∞

𝑛=0

 

=  
1

𝑛!

𝑥𝑛

𝜏
𝑛
𝛼

+1

sin  −
𝑛
𝛼 

𝜋
Γ  1 +

𝑛

𝛼
 ≤

∞

𝑛=0

 

 

≤
1

𝜏
  

Γ  1 +
𝑛
𝛼 

𝜋𝑛!
  

𝑥𝑛

𝜏
𝑛

𝛼 
 

∞

𝑛=0

.       (18) 

Помітимо, що ряд (18) має вигляд (5), коли 

покласти 𝑎 = 𝛼−1 , 𝑏 = 0  та 𝑧 =
𝑥

𝜏
1

𝛼 
 , а отже, за 

лемою 3, збігається для довільного 𝑧 . Тоді, 

використовуючи (4), маємо 

 𝒦 𝑥, 𝜏 𝑣 𝜏, 𝑡 𝑑𝜏 =

∞

0

  
1

𝑛! Γ  −
𝑛
𝛼
 

𝑥𝑛

𝜏
𝑛
𝛼

+1

∞

𝑛=0

×

∞

0

 

 

× exp  𝑖𝜔𝑡 + 𝑥  
𝑖𝜔

𝜆2
 

1
𝛼 

 𝑑𝜏 = 

 

= 𝑒𝑖𝜔𝑡  
𝑥𝑛

𝑛! Γ  −
𝑛
𝛼
 
 exp  𝜏  

𝑖𝜔

𝜆2
 

1
𝛼 

 𝜏
− 

𝑛
𝛼

+1 

∞

0

∞

𝑛=0

𝑑𝜏 = 

= 𝑒𝑖𝜔𝑡  
𝑥𝑛

𝑛! Γ  −
𝑛
𝛼 

∞

𝑛=0

Γ  −
𝑛

𝛼
  

𝑖𝜔

𝜆2
 

𝑛
𝛼 

= 

= 𝑒𝑖𝜔𝑡  
𝑥𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

 𝑖𝜔 
𝑛

𝛼 

𝜆
2𝑛
𝛼

= 

= 𝑒𝑖𝜔𝑡  
𝑥𝑛𝜆−

2𝑛
𝛼  𝑖𝜔 

𝑛
𝛼

𝑛!

∞

𝑛=0

= 

= 𝑒𝑖𝜔𝑡 exp   
𝑖𝜔

𝜆2
 

1
𝛼 

𝑥 = 

= exp  𝑖𝜔𝑡 + 𝑥  
𝑖𝜔

𝜆2
 

1
𝛼 

 . 

∎ 

Висновки 

Дробові похідні за простором 

використовуються для моделювання процесів 

аномальної дифузії, за якої частинки 

розповсюджуються швидше, аніж це передбачає 

класична модель. 

Для розв’язання задачі дробової дифузії типу 

(11)-(12) достатньо розв’язати відповідну 

«класичну задачу» (6)-(7) та застосувати 

інтеральне перетворення (17). 
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